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STRESZCZENIE

Niniejsza praca skupia sie na dynamice proceséw jadrowych w ujeciu CRPA ( Conti-
nuum Random Phase Approximation- przyblizenie faz przypadkowych z uwzglednieniem
stanow kontinuum) oraz jej wykorzystaniu przy opisie rozpraszania inkluzywnego elektro-
néw w rezimie kwazielastycznym. CRPA polega na uwzglednianiu ograniczonej przestrzeni
stanow konicowych ukladu. Oddziatujace jadro moze przejs¢ w stan wzbudzony, przy czym
co najwyzej jeden z nukleonéw moze zosta¢ wybity z jadra do kontinuum. Ten typ proce-
sow zachodzi przy przekazach energii rzedu kilkudziesieciu MeV .

W rozdziale 2 zajmiemy sie zagadnieniami kinematyki. Wyprowadzimy tam ogo6lny
wzOr na inkluzywny przekrdj czynny w dwéch bazach: pedu i momentu pedu a takze
pojecia tensorow leptonowych i hadronowych (dla prostoty rozwazymy najpierw przypadek
procesow elastycznych). Pominiemy zagadnienie oddzialywania stanow koricowych (final
state interaction). Najwazniejszym rezultatem bedzie wzor (2.3.13), opisujacy inkluzywny
przekrdj czynny z bazie funkcji wtasnych momentu pedu oraz operatoréw multipolowych.

W rozdziale 3 opiszemy dynamike jadra atomowego w ujeciu CRPA, startujac od prost-
szego, kwantowomechanicznego modelu kwazielastycznych procesow jadrowych, wprowa-
dzonego po raz pierwszy przez Blocha. Zwrocimy tam uwage na istnienie rezonansow
zwigzanych z rozpraszaniem do kontinuum przy niewielkich przekazach pedu i energii, a
takze na sposob traktowania zwigzanych z nimi osobliwo$ci pojawiajacych sie w amplitu-
dach funkcji falowych. Jest to wazny wynik, gdyz ttumaczy pojawienie sie serii "pikow” w
rejonie piku kwazielastycznego. W ramach tego modelu wyprowadzimy takze przyblizenie
Tama- Dancoffa (TDA), ktore jest blisko spokrewnione z RPA. Wynik ten jest ciekawy,
gdyz przy jego wyprowadzaniu zazwyczaj uzywa sie jezyka drugiej kwantyzacji. Ro6wnania
CRPA zapiszemy w bazie funkcji wlasnych momentu pedu (3.4.25), w celu polaczenia ze
wczedniejszymi rozwazaniami kinematycznymi. Zwrocimy rowniez uwage na ogblne wia-
snosci stanu podstawowego teorii oraz oddziatywan resztkowych par czastka- dziura.

Kolejny rozdzial pracy poswiecimy na konstrukcje jednocialowych pradow jadrowych
w jezyku multipolowym, ktore sa ostatnim elementem potrzebnym do obliczenia przekroju
czynnego. Obliczymy wiodace poprawki relatywistyczne do pradu.






Electron scattering off atomic nuclei

Description of the collective excitations within the
CRPA framework

Abstract

In this work we shall concentrate on the description of nuclear dynamics in the
CRPA (Continuum Random Phase Approximation) model and its application in the inc-
lusive electron scattering off atomic nuclei in quasielastic regime. CRPA requires conside-
ration of restricted final state phase- space. The target nuclei may undergo a transition
to an excited state or/and one of the nucleons may get separated to the continuum. This
type of processes occurs, when energy transfer is of the order of tenths of MeV.

We shall consider the kinematic problem in chapter 2. A general formula for inclusive
cross-section will be developed in two types of bases: the momentum and the angular
momentum eigenstate basis. We shall also introduce the concepts of nuclear and leptonic
tensors (the elastic scattering example will be introduced for simplicity). The final state
interaction problem will be neglected.

In the chapter 3 we shall describe the dynamics of atomic nuclei in the CRPA picture,
starting with a more simple, quantum-mechanical model of quasielastic nuclear processes,
originally introduced by Bloch. An attention is going to be paid for the existence of
resonances related to the scattering into continuum states in the small momentum transfer
regime. We shall also discuss the treatment of singularities in amplitudes, which appear
for every resonance channel. This result is interesting, because it explains the existence
of multiple peaks in the quasielastic peak region in this regime. We will develop Tamm-
Dancoff Approximation (which is closely related to RPA) in the framework of this model.
This result is interesting due to the fact, that in most of the cases the second quantization
formalism is used in order to obtain it. The CRPA equations are going to be transformed to
the angular momentum basis, in order to make them consistent with the previous kinematic
considerations. Some general remarks about the properties of RPA ground states and the
form of residual particle- hole interactions will be made.

The next chapter will be devoted to the construction of one-body nuclear currents in
the multipole language, which are the last element needed to calculate the cross- section.
We shall also calculate the leading relativistic corrections to the nuclear current.






1. WSTEP

Dlaczego elektrony?

Zagadnienie rozpraszania czastek elementarnych na jadrach atomowych jest nadal

otwartym problemem. TIlos$¢ i ztozono$¢ mozliwych proceséw i modeli samego jadra ato-
mowego jest ogromna. Efektywnym narzedziem do badania struktury jadra atomowego
jest proces rozpraszania elektronéw. Pozwala on na oszacowanie energii separacji, zmiany
zachowania nukleonéw w materii jadrowej, funkcji odpowiedzi jadra i wielu innych wta-
snoéci. Glowna zaleta uzycia elektronéw, z punktu doswiadczalnego, jest duzy przekroj
czynny na oddzialywanie z jadrem atomowym (latwo w cel trafi¢), fatwosé pozyskania "po-
ciskow” oraz precyzyjne sterowanie energia, rozrzutem i innymi parametrami wiazki dzieki
posiadaniu przez nie tadunku elektrycznego, a takze dobrze opanowane techniki detekcji
odbitych elektronéow. To prowadzi do duzej ilosci bardzo doktadnych wynikow ekspery-
mentalnych, ktére pozwalaja weryfikowaé rézne teorie dotyczace modelowania proceséw
zachodzacych w jadrach atomowych.
Z punktu widzenia teoretyka niewielka stala sprzezenia oddzialywania elektromagnetycz-
nego (a &~ =) pozwala na uzycie rozwiniecia perturbacyjnego macierzy S (dla lekkich
jader o niewielkim tadunku dobrym przyblizeniem jest juz najnizszy rzad). To pozwala z
kolei na przewidzenie zachowania jadra atomowego w bardziej zawilych procesach, jak np.
przy oddziatywaniu z neutrinami. Model wzbudzeri atomowych, ktory dobrze si¢ sprawdza
dla elektronow, powinien dawa¢ dobre wyniki takze dla neutrin.

Dlaczego proces inkluzywny?

Jezeli obserwujemy jedynie rozproszone leptony, w pierwszym rzedzie rozwiniecia ma-
cierzy S, wyrazenie na przekroj czynny dzieli sie na 2 czlony (2.1.18), zalezne od przekazu
energii, pedu i kata rozpraszania. Przy czym najbardziej skomplikowane funkcje, odzwier-
ciedlajace strukture jadra, zaleza jedynie od przekazu pedu i energii. Przekaz energii i
kat tatwo ustawi¢ w eksperymencie, a zmienng jest wtedy przekaz pedu. W ten spo-
sob mozemy zyska¢ mnostwo informacji, odwotujac sie do wzglednie prostego formalizmu
teoretycznego.

Modele jadra atomowego

Obliczenie jakiejkolwiek obserwabli fizycznej w teorii kwantowej wymaga znajomo-
Sci funkcji falowej uktadu. Jadro atomowe jest uktadem kwantowym ztozonym z wielu
cial (nukleonéw), ktore oddziatuja ze soba za pomoca wszystkich znanych oddzialywan
fundamentalnych. Wiodaca role maja tutaj oddzialywania silne i elektromagnetyczne.
To prowadzi do olbrzymiej ztozonosci zagadnienia i braku $cistych rozwigzan w ramach
doktadnej teorii. Dla duzych przekazow pedu (kilkaset MeV i wiecej) zachowanie jadra
dobrze opisuja modele pola usrednionego (gaz Fermiego z réznymi modyfikacjami). Prze-
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kroje czynne i funkcje postaci sa dla ustalonego kata rozpraszania i energii wigzki gtadkimi
funkcjami przekazu pedu. Problemy zaczynaja sie, kiedy zmniejszamy przekaz energii i
pedu do jadra. Pojawia sie wtedy cala seria "pikdw” rezonansowych, ktore zwigzane sa
z przechodzeniem tarczy jadrowej do réznych stanéw wzbudzonych. Jest to zachowanie
analogiczne do fotoabsorpcji przez powtoke elektronowa np. w atomie wodoru. Elektron
absorbuje fotony, ktorych energia odpowiada roznicy energii roznych pozioméw energe-
tycznych, prowadzac do powstania pewnego dyskretnego widma absorpcyjnego. Piki te
moga by¢ "rozmyte” z powodu efektu Dopplera zwigzanego z ruchem atoméw.

Podczas rozpraszania elektronu na jadrze w najnizszym rzedzie rachunku zaburzen
nastepuje wymiana pojedynczego wirtualnego fotonu. Jezeli energia ta "utrafi” w energie
wzbudzenia widzimy "pik” na wykresie. Analogicznie nukleony w jadrze znajdujg sie w
ciggltym ruchu, co powoduje poszerzenie rezonansoéw. Przy procesach kwazielastycznych
mamy do czynienia z innym typem rezonansu. Tam dodatkowym stopniem swobody jest
energia wybitego nukleonu. Ustalamy, ze mierzymy energie wybitych nukleonéw. Dla
danego przekazu energii i energii nukleonu przekr6j czynny ma maksimum w pewnym
obszarze przekazu pedu. Jest to tak zwany "pik kwazielastyczny”. Biorac pod uwage fakt,
ze dany nukleon moze pochodzi¢ z roznych powlok jadrowych, spodziewamy sie, ze w
pewnych specyficznych warunkach zobaczymy calg serie podobnych rezonansoéw zaleznych
od energii jadra koricowego.

Najprostszy model pozwalajacy na odtworzenie przyblizonej struktury to tzw. mo-
del sredniego pola. Zaktada on, ze nukleony w jadrze mozemy traktowac niezaleznie, zas
wszystkie typy oddzialywan daja sie efektywnie zapisa¢, jako jeden zewnetrzny, usred-
niony potencjal jednocialowy (np. potencjal Woodsa- Saxona). Metoda ta pozwala na
znalezienie do$¢ dokladnego stanu podstawowego jadra, ale zawodzi przy probie obliczenia
wzbudzen jadrowych. Obliczone poziomy energetyczne réznia sie znacznie od rzeczywi-
stych. Problem tkwi w silnej korelacji nukleonow we wszystkich typach wzbudzen. Nawet
przy usunieciu jednego nukleonu z powloki i przeniesieniu go do stanu wzbudzonego mu-
simy wzia¢ pod uwage zmiane konfiguracji jadra atomowego, z ktorego znikt nukleon. W
efektywnym opisie prowadzi to do powstania wirtualnej czastki- dziury, ktora oddziatuje
z nukleonem. Tworzy sie tzw. para czastka- dziura, ktora moze oddzialtywa¢ z innymi
parami. Daje to najprostszy opis wzbudzen kolektywnych, w ktorych bierzemy pod uwage
korelacje par. Z tej idei narodzilo sie tzw. przyblizenie Tama-Dancoffa (TDA), ktore
daje sie wyprowadzi¢ w ramach standardowej mechaniki kwantowej, co zaprezentujemy
w rozdziale 3. Jest to interesujacy rezultat, gdyz zazwyczaj stosuje sie w tym celu je-
zyk drugiej kwantyzacji. Przyblizenie to przyjmuje stan liczony teorig pola $redniego za
stan podstawowy, ta teoria stuzy réowniez do konstrukcji bazy jednoczastkowych funk-
cji wlasnych. Jego uogodlnieniem jest przyblizenie faz przypadkowych (RPA), w ktorym
stan podstawowy moze zawiera¢ pewng ilo$¢ wzbudzen kolektywnych. Zakladamy w nim,
ze stany wzbudzone moga powstawac¢ nie tylko poprzez kreacje par, ale rowniez poprzez
anihilacje pary istniejacej w stanie podstawowym. Na tym wtasnie modelu skupimy naj-
wiecej uwagi. Osobna kwestia jest wybor bazy funkcji falowych dla naszych rozwiazan.
Najczesciej stosowane potencjaly sa sferycznie symetryczne, tak wiec za baze funkcji jed-
noczastkowych, analogicznie do powtok elektronowych atomu wodoru, najwygodniej jest
wybraé¢ baze funkcji wlasnych momentu pedu. Dobrymi liczbami kwantowymi staja sie
wtedy {n,l, j,m}, gdzie J=1L+S§. Opis przej$¢ w jadrze réwniez sprowadzi sie do opisu
multipolowego, jak w atomie wodoru. Oznacza to, ze uzywane przez nas operatory musza
przenosi¢ pewien moment pedu, a wiec podlegaja odpowiednim regutom wyboru. Dlatego
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tez, niestety, trzeba wszystko zapisywaé¢ w bazie funkcji wtasnych momentu pedu, co jest
skomplikowang i czasochtonng procedurg, zar6wno dla rozwazan dotyczacych kinematyki
rozpraszania, jak i dynamiki procesoéw jadrowych. Sferyczna symetria oznacza zerowy mo-

ment pedu stanu podstawowego jadra, dlatego tez typowe obliczenia dotyczy¢ beda jader
oJ=0.






2. KINEMATYKA PROCESOW ROZPRASZANIA ELEKTRONOW NA
JADRACH ATOMOWYCH

2.1 Podstawy obliczania przekrojow czynnych w rozpraszaniu
na obiektach ztozonych- przekréj elastyczny

Jako podstawe do rachunkéw zwigzanych z przekrojami czynnymi rozpatrzymy najpierw
proces elastyczny. W tym procesie zaré6wno stan poczatkowy oraz konicowy ukladu sktada
sie z elektronu i jadra atomowego. Pomimo swojej prostoty, proces elastyczny pozwala
na sformutowanie ogélnych pojeé¢ przydatnych przy pozniejszych rozwazaniach procesow
inkluzywnych w sposob bardziej przejrzysty i zrozumialy. Przedstawione w tym rozdziale
obliczenia oraz tok rozumowania bazuja w wiekszosci na [11]. W opisie fizycznym mozemy
powiedzieé¢, ze obserwujemy rozpraszanie elektronu (opisanego w tej pracy przez prad Di-
raca) na zewnetrznym potencjale elektromagnetycznym generowanym przez prad jadrowy
zwigzany z przejsciem jadra pomiedzy stanem poczatkowym |i) i koncowym |f). Potencjal
ten spetnia rownania Maxwella w postaci:

(2m)*

DA, (x,t) =J, = —e v

(T, 1) i) - (2.1.1)

Czynniki @ pochodza z kwantowania systemu w skoniczonym pudle, omoéwionego w

dodatku A.4. Stany jadra |i), |f) sa zdefiniowane w obrazie Heisenberga. Sa one stanami
wtlasnymi dowolnych operatoréw tworzacych kompletng baze przestrzeni Hilberta. Na razie
zaktadamy, ze sa stanami wlasnymi czteropedu p,, i spinu h,. Co do elektronow zakladamy,
ze ich poczatkowe i konicowe stany opisane sa przez fale plaskie (A.4.2) o czteropedach k
i k' odpowiednio. Zalozenie to jest dobre dla jader o niewielkiej liczbie atomowej, gdyz
pozwala nam na zaniedbanie wplywu ladunku jadra na koricowa postaé¢ funkcji falowe;j
elektronu. Zaktadajac konwencje normalizacyjne dla kwantowania uktadu w skoriczonym
pudle (dodatek A.4) mozemy przystapi¢ do obliczenia przekroju czynnego na rozpraszanie.

Prawdopodobienstwo, ze nasz uktad przejdzie ze stanu poczatkowego do pewnej infi-
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Fig. 2.1: Diagram ilustrujacy elastyczne rozpraszanie elektronu na atomie w pierwszym rzedzie
rachunku zaburzeri.

nitezymalnej objetosci przestrzeni fazowej stanéw koncowych wynosi:
(2.1.2)
K =

dPPudh) (7/ N f) — ‘Sp};dlo 2

V2
)
_ 6_4 m?2 (2m)12 (Ty (k)" us(k)) (T (k)7 (k))*
T M Qn)SEE, Vi T o (k)" us

(f| / d*ze % () |i) (i] / d*ze'® J,(z) | f) ( ) K =

et m? 1

= g, e e (R (k) (@ () us (k)"

(f] / d*ze™ ], (x) |d) (il / d*ze® J, () | f) dp' d°K

gdzie przez ¢ = (v,q) = k — k' oznaczono przekaz czteropedu'. Diagram 2.1 ilustruje
elastyczne rozpraszanie elektronu na jadrze atomowym poprzez wymiane pojedynczego
wirtualnego fotonu. W elementach macierzowych pradu jadrowego mozemy w jawnej po-
staci zapisa¢ zalezno$é od czasu i polozenia®:

(27T)

DA, 1) = J, = —e =2 (f],(0) i} 0 (2.1.4)

W tym miejscu nalezy powiedzie¢ o jeszcze jednej waznej cesze pradow jadrowych, a mia-
nowicie o rownaniu ciaglosci (zasada zachowania pradu):

oJ, = 0 (2.1.5)
¢ J, = 0
lub:
qd = vJ,.

! Zakladamy, ze elektron oddaje energie jadru atomowemu, tzn. Ej, > Ep/, v > 0.
2 W tym celu korzystamy z réwnan Heisenberga:

Ol = —i [P J“} ; Bulp) =pulp) - (2.1.3)

oy “em
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Uzytecznym jest zapisa¢ to przeksztalcenie w dwoch krokach. Najpierw "wyjmiemy” za-
leznosé¢ czasowa (mozna tak zrobi¢ bez wzgledu na rodzaj stanéw poczatkowych i konco-
wych), a nastepnie przestrzenna (mozliwe tylko w przypadku stanow wtasnych operatora
pedu). Wtedy prawdopodobienistwo, ze system ewoluuje z pewnego stanu poczatkowego
do koricowego wyniesie ([12]):

(2.1.6)

et m? 1

AP = f) = i s (R us(k) (7 () s ()"

(2m)T6 () — po — v) (] / drei92.,(x) [i) -

(| / B ], (2) | f) dPp K =

et m?

= gy ) (T (k) s (k)"

(27T)4 TV6(4) / T N\ /s T 3,1 3371

Ve (P —p—q) (f11,(0) |2) (il S (0) [ f) d°p'd”K".
Otrzymanie postaci koncowej z deltami Diraca mozemy wyjasni¢ korzystajac ze wzordw
(A.4.6). Teraz mozemy zdefiniowa¢ rézniczkowy przekrdj czynny, jako prawdopodobien-
stwo ewolucji systemu pomiedzy dwoma stanami na jednostke czasu i podzielone przez
strumieni padajacych czastek ®. Zaktadamy rowniez, ze nie obserwujemy spinow elektro-

now ani jadra (stad >, = %Z&s, qusgiggve). Przekr6j czynny przyjmuje wtedy postac:

(2.1.7)

dapudlo _ dP(i — f) _ Vdr _
To U
et o om?

a Zu qu4VEkEk/

(2

(s (K )7 us (k) (s (k)7 us (k)" -

E . ~ A
60wy - 7] [ e @) i) ] [ e @) | ) R -

— EU1%(27T)4EZLEM (ﬂs/(k’)”y“us(k) (ﬂs/(k,)’)/yus(k))* .

E - -
270 (0 =9 = ) (F11u(0) i) (1] J(0) | £) d*K'd*p .
Wzgledna predkos¢ czastek i jadra mozemy zapisaé, jako:

k- 2 __ 2M2
i %E mor (2.1.8)
p

Tak zdefiniowany przekrdj czynny jest Lorentzowskim niezmiennikiem (skalarem). W wy-
padku np. pomiaru spinéw/skretnosci czastek przekroj czynny zalezatby od uktadu od-
niesienia.

W niniejszych rozwazaniach interesuje nas rozpraszanie elektron6w o wysokich energiach.
Innymi stowy Ej > m. Dlatego tez we wszystkich obliczeniach konsekwentnie pomijane
beda czlony proporcjonalne do m? a energie elektronéow przybliza¢ bedziemy modutami
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ich pedow. To umozliwia nam przepisanie wzoru na przekrdj elastyczny w bardziej upo-
rzadkowanej postaci:

(2.1.9)
do = (2m) ﬁqMZm Ny ug(k)) (T (K )y g (K))"
S Cnr B W1 5,01 W0 5 k= =)

Jqdrowe
Dla wygody wprowadzimy nastepujace struktury:

e Tensor jadrowy:

S / @5t (o — p— @) 20)° (] (0 |p) W] L (0) [p)" By = Wy (2.1.10)

spiny
jadrowe

e Tensor leptonowy:

1 = m?S” (g (kY s (k) (@ (k)7 1y () (2.1.11)

5,8’

Korzystajac z prostych przeksztatcen a takze ze wzoréw sumacyjnych dla spinoréw Diraca
(A.3.10) oraz $ladow macierzy v (A.3.5) z dodatku A.3 tensor leptonowy mozemy zapisac,
jako:

2
o = —8’;24 (KK + KPR — gk - K+ g"'m?) ~ (2.1.12)

1
5 (FK” KR — gk - ).

Q

7 powyzszej formuly wida¢, ze tensor leptonowy rzeczywiscie transformuje sie jak tensor
pod dzialaniem grupy Lorentza. Analiza wielko$ci w rownaniu (2.1.9) prowadzi do wnio-
sku, ze WH jest réwniez dobrym lorentzowskim tensorem. Tensor leptonowy takze spetnia
zasade zachowania pradu:

L'q, = q, LM = 0. (2.1.13)

co mozemy pokazaé¢ np. stosujac rownanie Diraca:
Uy (k" g us(k) =uy (k") — K )us(k) =0 (2.1.14)

lub jego jawna postac¢ (2.1.12). Nasze rozwazania pomijaja efekty zwiazane z modyfikacja
funkcji falowej elektronu zwigzang z potencjatem kulombowskim jadra®. W dalszym ciggu
skupimy sie na dyskutowaniu wtasnosci tensora jadrowego, ktory zawiera catg informacje o

3 Ostatnie badania i obliczenia wykazaly, ze lepsze wyniki otrzymuje sie uwzgledniajac wymiane wielo-
fotonowa, ktora prowadzi do innej bazy funkcji falowych elektrondéw. Ta praca ma na celu przedstawienie
podstaw niezbednego formalizmu, dlatego tez problem tzw. final state interaction zostal w niej pominiety.
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szczegotowej dynamice procesu. Z rownania cigglosci (2.1.5) mozemy otrzymacé zaleznosé
analogiczna do tej, ktora spetnia tensor leptonowy:

WH g, = ¢, W = 0. (2.1.15)

Uzywajac definicji L* i W, posta¢ wzoru na przekrdj czynny ulega znacznemu uprosz-
czeniu: | . B
e
do = (2m) = LMW ——. (2.1.16)
(k- p)*a" Bl
Forma tensora jadrowego (2.1.10) oraz jego wtasnosci transformacyjne sugeruja, ze powi-
nien on by¢ kombinacja liniowa pewnych funkcji skalarnych opisanych przez lorentzowskie
niezmienniki ukladu przemnozonych przez czterowektory p*, p*, ¢, ¢'*. Te funkcje ska-
larne nazywamy funkcjami struktury. Okazuje sie, ze dla opisu elastycznego rozpraszania

elektromagnetycznego wystarcza tylko dwie takie funkcje (dodatek E.1):

9y Wy p-q P-q
Wy =W, ( ;2 — guu) + m (Pu — ?qu) (Pu — ?qu> . (2.1.17)

Analiza kinematyczna rownania na przekroj czynny (dodatek E.2) pozwala nam na wyra-
zenie tej wielkosci w ukladzie laboratoryjnym (jadro spoczywa), jako:

d’o oM

dQdE,, My

)
(Wg + 2W; tan® 5) (2.1.18)

gdzie przekrdj czynny Motta wyraza sie przez:

o? cos?

)
o 2. (2.1.19)
2

4E3 sin?

To jest najbardziej ogdlny wzor na przekrdj czynny dla rozpraszania elektronéow na jadrze
atomowym ([11]). Okazuje sie, ze jest on réwniez poprawny dla rozpraszania inkluzywnego.

2.2 Przekréj inkluzywny

Wzor (2.1.18) wyraza rozniczkowy przekrodj czynny dla procesow typu 2 — 2. Celem tej
pracy jest obliczenie przekroju inkluzywnego dla proceséw kwazielastycznych. Oznacza to,
ze musimy uwzglednié¢ sytuacje, gdy z jadra zostaje wybity nukleon. Termin "inkluzywny”
oznacza, ze interesuja nas tylko stany rozpraszanego leptonu. Rozwazmy najpierw proces
e,jadro — €', X, gdzie X oznacza dowolny stan konicowy. Ta sytuacja zostala zobrazowana
na rys. 2.2. Okazuje sie, ze wktad od wszystkich kanaléw sie faktoryzuje i wzér na
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inkluzywny przekroj czynny jest podobny do przekroju elastycznego:

(2.2.1)

Uinkluzywny = Z/Hdgpaj/dgkz Mfl 7T 5 (pf_pl)%:

spiny

- /dgk/ - Zus uus )(ES’(k/)Vuus(k))*'

el ~ (2m)3
g Ek;Ek/ %:5(EX ~EB-v) Z v

spiny
jadrowe

(X| / dPre”® ], (z) i) (X]| / Bre~9® J, (x) |i)* E;.

Zalozylismy, jak uprzednio: p = 0, co pociaga za soba +/(k-p)? = EpMr, przekaz

Fig. 2.2: Diagram ilustrujacy nieelastyczne rozpraszanie elektronu na atomie w pierwszym rzedzie
rachunku zaburzen. Sumaryczny czteroped wszystkich sktadnikéw stanu koncowego
wynosi p'.

energii oznaczyliémy jako v, oraz przywrociliSmy zaleznosé przestrzenna operatora pradu
JA#. Wynika to z faktu, ze w ogblnosci nie zakltadamy, ze mamy do czynienia ze stanami
wlasnymi pedu. Mozemy uzy¢ dowolnej bazy zupetnej. Jedynie zachowanie energii daje sie
zawsze jawnie zapisa¢. Energie stanu X oznaczyliémy jako sume po energiach wszystkich
czastek w X:

Nx
Ex =Y E, (2.2.2)
n=1

Sumowanie po X oznacza sumowanie po wszystkich stopniach swobody stanu X. Wtedy
wz6r ogolny na przekrodj czynny (2.1.18) pozostaje w mocy, tylko tensor jadrowy ulega
przedefiniowaniu:

S - B 3 S (x| [ @@l 209

spiny
jadrowe

(X| / BPre ], (z)|i)* E;.
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Ta postac tensora jest niezbyt czytelna. Dyskusja w dodatku E.3 umozliwia nam zapisanie
go w bardziej uzytecznej postaci (E.3.5):

W= B Y [ a9, 5,(@) 00y (2.2.4)
i f
z pradem jadrowym w postaci:

I = (51 [ daci, @) i (2.2.5)

W wybranej, interesujacej nas, sytuacji (rozpraszanie kwazielastyczne) stan koncowy |f)

Fig. 2.3: Diagram ilustrujacy kwazielastyczne rozpraszanie elektronu na atomie w pierwszym rze-
dzie rachunku zaburzen. Musimy uwzgledni¢ wktad od dwéch kanatéw: jadro wzbudzone
oraz jadro’+nukleon.

jest kolektywnym stanem sktadajacym sie ze swobodnego nukleonu o ustalonym z zasad
zachowania module pedu py i jadro (jak na rysunku 2.2). Jadro mozna opisa¢ w wielu
bazach, ale od tego miejsca zaktadamy, ze wybraliSmy baze stanéw wlasnych catkowitego
momentu pedu. W réwnaniu (2.2.4) jedynym stopniem swobody jest kat brylowy emisji
nukleonu oraz spiny i momenty pedu, po ktérych sumujemy. Reszta jest ustalona z zasad
zachowania.

Kolejnym krokiem jest skojarzenie sktadowych tensora jadrowego z funkcjami struktury.
Jadro zmienia swoj stan na skutek absorpcji/emisji wirtualnego fotonu. Mozemy wybra¢
uktad wspotrzednych, w ktérym foton ten porusza sie w kierunku osi 2:

¢" = (v,0,0,q). (2.2.6)

Wprowadzmy uktad ortonormalnych czterowektorow:

1

eg = W(qaovoﬂj) (227)
1

el = ——2(0,1,2,0)
1

= _(0717 270)

Korzystajac z rownania (2.1.5) W,,,¢* = 0 mozemy pomnozy¢ wyrazenie na tensor jadrowy

THos B

z obu stron przez e;” i e; 1 zrzutowaé czes¢ dajaca wklad do przekroju czynnego. W
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poprzednich rozdziatach wykazaliSmy, ze:

(2.2.8)

e
W;U/ (q/ﬂap ' Q7pu2) = Wl(qu2>p ’ Q7p'u2) (ﬁ - g/u/) +

1 Pq Pq
2 2
+ W2 (q# D - Q7p# ) M% (pll« - EQM) (pl/ - EQU .

Pracujemy w ukladzie, w ktorym jadro spoczywa (p* = (Mg,0)). Rzuty na wektory

polaryzacji daja nam®*:

; q2 2 qu q2

€S‘LLWW,€§ = WSS = WW(]O + Wng + @(ng + ng) = W1 + WWQ (2.2.9)
1

e Wep = Wi = Wi+ We) =W,
1

fWaeh = Wgp= §(W11 + Wap) = Wi

Z roéwnania (2.2.8) i zachowania pradu wynika:
V2 v
W33 = q—2W00, W3() = Wog = —EWO(). (2210)

Uzywajac tych relacji mozemy zidentyfikowaé¢ funkcje struktury z elementami macierzo-
wymi pradu ([11])°:

2
2W; = R /pfdQ e~9%el J (x) d*x |i) (2.2.11)
A=+1
g2 2 g2
Wy = (—2) Woo — —5 W1
q q?
gdzie:
' 2
Woo = R / P29, | (] / =192 () dx |i) (2.2.12)
Tutaj wprowadziliSmy ortogonalne poprzeczne wektory polaryzacji:
1 :
et = :Fﬁ(el +ies). (2.2.13)
Stanowia one po prostu przestrzenna czesé e i el zrelacja L=+1 R = —
¢ = (0,e4) (2.2.14)

e = (0,e_).

Dla celow dalszej analizy mozna wprowadzi¢ tez rzuty operatoréw pradu na wektory po-
laryzacji:

Jo(q) = /deeiqwjo, Ji(q) = /d?’xe ’qwe’z/Rj (). (2.2.15)

4 Przy procesach koincydencyjnych (obserwacja wyemitowanego nukleonu) sytuacja jest nieco bardziej
skomplikowana. Opisano to m.in. w [11] i w [5].

5> W tym miejscu czesto spotyka sie réznice w znaku. Wynikaja one z definicji metryki bo to od niej
zalezy, czy ¢"% > 0 czy tez ¢"? < 0 tak jak u nas.
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2.3 Analiza multipolowa

W poprzednim rozdziale wyprowadzilismy ogélny wzoér na inkluzywny przekrdj czynny.
Potaczenie funkcji postaci z elementami macierzowymi tensora jadrowego poprzez wektory
polaryzacji wirtualnego fotonu sugeruje, ze mamy tu do czynienia z przejsciami multipolo-
wymi. Dlatego tez zakladamy, ze nastepuje tu przejscie pomiedzy stanem podstawowym
jadra |J;M;) a stanem koricowym jadro-+nukleon |J;My). To pociaga za soba koniecznosé
rozwiniecia operatoréw pradu jadrowego jﬂ (a konkretnie ich sktadowych zwiazanych z
podtuzna i dwiema poprzecznymi polaryzacjami Jo, J+ iJ_ ) na zbior nieprzywiedlnych
operatorow tensorowych (definicja i wlasnosci NOT znajduja sie w dodatku C.4). Obli-
czenia tego typu sa skomplikowane technicznie ([11]), ale otrzymuje si¢ zwarty wzor na
przekrdj czynny w postaci gotowej do "wlozenia” konkretnego modelu jadra.

Najbardziej ztozonym fragmentem tej analizy jest zapisanie w jezyku NOT operatorow J.
Ten fragment obliczenn umieszczono w dodatku E.5. Wynikiem tych rozwazan sa ponizsze
formuty:

Jilq) = / eane™ I (@)ds = Y (=) /22T + 1) | =155 () + M) - (2:30)

J>1

Operatory multipolowe elektryczne i magnetyczne zdefiniowane sg nastepujaco:

1) =+ [ [V ian)¥i, @) Je)ds 252
T (q) = /Jj(q:v)YJJl(Q)j(:v)d%

Natomiast operator zwiazany z gestoscia tadunku daje sie zapisa¢ jako (dodatek E.6):

Jo! /d%z (2J +1 jJ(q:c)mji 1YJM(Q),3(;C). (2.3.3)

Kolejnym fragmentem potrzebnym do obliczenia postaci multipolowej wzoru na przekroj
inkluzywny jest wyeksponowanie jawnej zaleznosci funkcji falowych stanu poczatkowego
jadra oraz stanu koncowego uktadu jadro-+nukleon. Asymptotycznie wybity nukleon daje
si¢ opisa¢ za pomoca fali plaskiej o pedzie py i spinie %, s. Nie znamy kierunku emisji
(jest stopniem swobody w (2.2.4)), ale energie (czyli |ps|) potrafimy ustali¢ dla danego
kanalu rozpraszania (tj. dla danego stanu jadra resztkowego, majacego mase M7). Jadro
resztkowe natomiast bedzie mialo moment pedu opisany przez liczby kwantowe J;, M;.
Jezeli zapiszemy ten stan w naszej normalizacji, to (w przyblizeniu nierelatywistycznym)
otrzymamy:

(27)3/2
VV

pr 1

VYi(r1 — 00,79,...74)(8,) = X5 /oW, (T2, ... Ta). (2.3.4)

Przyjeta notacja pochodzi z [5]. Chcieliby$my, by stan ukladu dat sie zapisa¢ jako stan
wlasny momentu pedu. Zgodnie ze wzorem:

(2 PrT _ Z Am (20 + 1)5i(qr)Yio (cos Z(, py)) -
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mozemy rozwinaé fale ptaska nukleonu na funkcje sferyczne.
Harmonika sferyczna Yo (cos Z(x, ps)) wyznacza zaleznosé funkeji falowej stanu konco-
wego uktadu od kata emisji nukleonu w sposob posredni (kat wzgledny pomiedzy &, oraz
py). Dlatego tez uzyjemy wzoru (D.1.6) w celu wyciagniecia bezposredniej zaleznosci od
kata emisji nukleonu:

!

Yio o8 Z(@,p5)) =\ 577 0 Vi (0)¥im (9. (2.3.5)

m=—I

Potem taczymy funkcje wlasne orbitalnego momentu pedu Y}, (€2,) ze spinem nukleonu s w
moment pedu .J, za pomoca wspolczynnikow Clebsha-Gordana. Stosujac te sama metode
dodajemy moment pedu jadra i otrzymujemy rozwiniecie stanu konicowego w bazie funkcji
whasnych catkowitego momentu pedu Jy, My (|5]):

(2.3.6)
Yp(r e, ra)( Q) = DY Y i (Imy 1/28(1/20, M) (T My JyM;| T ;T My) -

lym,s J;Mj; Jp My
. " s J
A ()Y (Qn) [Yim ()X 0000, (72, - - TA)]M
lub tez w nieco bardziej zwartej postaci (bardziej przydatnej dopoki nie trzeba wykonywac
zadnych obliczen numerycznych):

o () = 30N (Ju My J;M;| T J; T M) - (2.3.7)
Jn, My, J;, M,
‘JnMn(Qn» ® |‘]ij> = Z ’Jfo(Qn»-
Jp, My

W nawiasie wyodrebniono zaleznos¢ katowa funkcji falowej nukleonu, gdyz nadal mu-
simy po nim catkowa¢ w celu otrzymania inkluzywnego przekroju czynnego. Nukleon jest
skwantowany wzdtuz innej osi- kierunek emisji, niz operator pradu jadrowego- osie uktadu
laboratoryjnego. Od tego miejsca jawna zaleznos¢ od kata zostanie opuszczona ze wzgledu
na zwarto$¢ notacji.

Caly uktad jest teraz opisywany poprzez nieprzywiedlne operatory tensorowe o okreslonej
multipolowosci. Zgodnie z twierdzeniem Wignera- Eckarta (C.4.2) mozemy zredukowac
elementy macierzowe NOT T (q) wzgledem M:

(D%
V2J 41

Ten wzor oddaje tres¢ twierdzenia. Wiecej szczegélow podano w [10] a takze w [6].
Cala zaleznos$¢ od M zostaje "ukryta” we wspotczynnikach Clebsha- Gordana. Elementy
(T (q)||J;) nazywamy zredukowanymi elementami macierzowymi. Liczby kwantowe
zwigzane z momentem pedu w tych elementach musza spetlia¢ reguty wyboru, jak cho-
ciazby nierownosé trojkata: |J; — Jy| < J < J;+ J;. Teraz cheieliby$my obliczyé sumy po
stanach poczatkowych i koncowych. Zaktadamy, ze jadro ma pewien okreslony poczatkowy
moment pedu J; a przekaz pedu k || 2. W tym przypadku mamy:

(JrMy| Ty (q) | JiMs) = (JpMyd; = M| J g i IM) (| Ts (@)1 i) (2.3.8)

= 1
Z = 2J¢+1%: (2.3.9)
; = ;
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Uzywajac twierdzenia Wignera- Eckarta i relacje ortogonalnosci wspotczynnikow Clebscha-
Gordana (Y-, 2oay, [(JrMyJi — M;|J; . JM)|* = 1) otrzymujemy:

Z i)/ V2T + 1 (JMy| Tyne(q) | M) = (2.3.10)

MMf

1
_2Ji+1%%

S My, = M| T LIM) (T T @)l )| =

1 R 2
- 5777 o [Tl

Pewna trudno$¢ moze sprawi¢ nam wykonanie caltki po kacie emisji nukleonu. Formalne
rozwigzanie problemu wymaga rozwazenia transformacji stanéw wtasnych momentu pedu
i NOT pod wplywem grupy obrotow (szczegolowa dyskusja w dodatku E.7). W wyniku
dostaje sie staly czynnik 4.

Sktadajac w cato$¢ wyniki wszystkich dotychczasowych rozwazan otrzymujemy nastepu-
jace wzory na funkcje postaci ([11], [5]):

Mi(e) = fLZ{!ufHTd(q)nJ»2+\<Jf||fm“9<q>||Ji>2}R (2.3.11)
Wale?) = —%Wl(qHZ AR )|

gdzie przez M(q) oznaczono transformate multipolowa Jy:

My = / BPap(x)jr(qr) Yo (). (2.3.12)

To pozwala nam na zapisanie ostatecznej formy wzoru na roézniczkowy przekrdj czynny w
rozpraszaniu inkluzywnym:

d*c A R [ g K . )
oAy s D DR O CHRACIRS

J>0

s (L v Q) S|z @
22 TG FIT (@)

J>1

+ (2.3.13)

I

UwzgledniliSmy koniecznos$¢é sumowania po wszystkich kanatach k, wlaczajac w to kanaty
ekskluzywne (procesy bez emisji nukleonu). Dalsze obliczenia wymagaja wprowadzenia
konkretnego modelu jadra atomowego, a wiec zrobienia pewnych zalozen o fizyce tarczy,
na ktorej nastepuje rozpraszanie. Nalezy tez pamieta¢, ze stany koncowe |.J;) powstaja
ze ztozenia momentu pedu jadra koncowego i rozktadu fali ptaskiej wybitego nukleonu na
funkcje sferyczne.

(TFIT™9 (q) | 1)







3. DYNAMIKA PROCESOW JADROWYCH. MODELE TDA I RPA

Po skonstruowaniu modelu kinematycznego rozpraszania elektronu na jadrze atomowym
nadszedl czas na przedstawienie metody opisu proceséw zachodzacych wewnatrz jadra.
Zaktadamy, ze hamiltonian uktadu nukleonéw tworzacych jadro daje sie zapisa¢ w postaci
ponizszego szeregu:

H:Zﬂ+%2w,j+é2m,j,k+--- (3.0.1)
i i#j i#j#k

Kolejne wyrazy zwigzane sg z energia kinetyczna 1" pojedynczych nukleonéw, oddziatywa-
niem 2- i 3- cialowym. Zazwyczaj zaktada sie, ze cztony wyzszych rzedow sa pomijalnie
mate. Ze wzgledu na ztozono$¢ zagadnienia wprowadza sie wiele opisow przyblizonych.
Przyblizenia te umozliwiaja nam na numeryczne obliczenie takich obserwabli, jak spek-
trum wzbudzen, czy tez spin jadra atomowego. Doktadnosé, z jaka to robia jest wyznacz-
nikiem uzytecznosci teorii.

W modelu powlokowym zastepuje sie dwucialowe oddziatywania miedzynukleonowe
pewnym us$rednionym potencjatem pochodzacym od wszystkich nukleonéw tworzacych
stan podstawowy jadra. Oddzialywanie trojcialowe nie jest brane pod uwage. Tak wiec
hamiltonian przyjmuje postac:

HM =Y (T, + V). (3.0.2)

=1

Procedura ta pozwala, przy uzyciu tzw. potencjatow efektywnych, na odtworzenie po-
tencjalu jednocialowego podobnego do czesto uzywanych potencjatow empirycznych ( np.
potencjatu Woodsa- Saxona). Obliczone za jej pomoca poziomy energetyczne, spin oraz
jednocialowe funkcje falowe (z ktérych mozna np. rekonstruowaé¢ gestosé rozkladu la-
dunku, a wiec i szacowa¢ momenty elektromagnetyczne jadra) sprawdzaja sie dobrze w
przypadku stanéw podstawowych jader "magicznych” oraz posiadajacych niewielka liczbe
nukleonéw walencyjnych. W obrebie modelu powlokowego udato sie rowniez wyjasnic¢
wyjatkowo silng energie wigzania jader "magicznych”.

Doktadniejsze modele bazuja na powyzszej metodzie pola $redniego, ale biorg pod
uwage pelny hamiltonian dwucialowy:

H= Z(Ti+V¢)+Z(%ZVij ~Vi)=HO +V. (3.0.3)
i i J#

Oddziatywanie jednocialowe nie wystepuje w pelnym hamiltonianie (3.0.1) i jest "wlozone

reka”, dlatego je odejmujemy w V. Zmiana hamiltonianu powoduje zmiane jego standéw

wlasnych. Problemem jest brak metod obliczeniowych na znalezienie rozwiazania pelnego

hamiltonianu dwucialowego. Dlatego tez ogranicza sie pelng przestrzen Hilberta gene-

rowana przez H w nadziei na znalezienie rozwigzan przyblizonych, ktére zadowalajaco
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odtworza wyniki eksperymentéow. Dwie metody sa szczegblnie popularne. Zaréwno przy-
blizenie Tamma -Dancoffa (TDA) jak i przyblizenie faz przypadkowych (RPA od random
phase approximation) opieraja sie na analizie stanéw wlasnych wzbudzen czastka- dziura.
Roéznica pomiedzy nimi tkwi w stanie podstawowym. TDA bazuje na prézni hamilto-
nianu jednocialowego, ze wszystkimi orbitalami obsadzonymi az do pewnego, ustalonego,
poziomu. W RPA stan podstawowy zawiera niewielka domieszke nisko lezacych kolektyw-
nych wzbudzen, co znacznie poszerza przestrzen rozwiazan. W tym rozdziale omoéwimy
oba te podejscia (poswiecajac wiecej uwagi modelowi RPA). Ich wyprowadzenia opierac
sie beda na dwoch roéznych formalizmach: mechaniki kwantowej i kwantowej teorii wielu
cial.

Wezedniej jednak, w celu lepszego zrozumienia natury problemu, zajmiemy sie pewnym
kwantowomechanicznym modelem. Zostal on zaproponowany przez Blocha w latach 60’
i opisany m.in. w [2] i [8]. W poréwnaniu do TDA i RPA uwzglednia o wiele wieksza
przestrzen rozwigzan. Wyprowadzenie rownan TDA z waskiej podklasy stanéw wlasnych
jednociatowej bazy przestrzeni uwzglednianej przez Blocha, ktoére zaprezentujemy w 3.3,
potwierdzi te teze.

3.1 Uproszczony model rozpraszania do kontinuum wedtug Blocha

Rozwazania w tym podrozdziale sa opisem fragmentu czesci teoretycznej dwoch prac! [8],
[2]. Z ponizszych rozwazan rozwinela sie¢ idea modeli typu TDA?. Bazujemy jedynie na
zasadach mechaniki kwantowej.

Zakladamy, ze jadro atomowe jest ukladem A czastek opisywanych hamiltonianem:

H=Hy+V. (3.1.1)

Tutaj Hy = T + Zle V; jest hamiltonianem opisujacym czastki niezalezne w zewnetrz-
nym potencjale > . V;. W pewnym przyblizeniu czastki mozemy traktowac jako niezalezne
obiekty, poruszajace sie w efektywnym potencjale otrzymywanym z usrednienia oddzia-
lywania dwucialowego po wszystkich nukleonach®. Stany wtasne Hy zdefiniuja nam baze
funkcji jednocialowych. Potencjal V' = 527& Vi — >.; Vi jest resztkowym oddzialy-
waniem dwucialowym. Bedziemy je traktowac¢ jako male zaburzenie uktadu. Odjeliémy
w nim jednocialowy potencjal sredni, gdyz ten zostal uwzgledniony w Hy. Hamiltonian
Hy generuje jednoczgstkowe stany zwigzane |¢,,) o energiach €, < 0 dla kazdej wartosci
[ i j. Dla kazdej dodatniej wartosci energii € > 0 istnieja tez stany kontinuum |¢.),
znormalizowane w nastepujacy sposob:

(Dijeldvjre) = 01pdj:0(e — €). (3.1.2)

Energia nukleonu bedzie kryterium pozwalajacym na zaklasyfikowanie stanu do grupy
stanow zwigzanych lub kontinuum. Niezaburzone funkcje wlasne ukladu A nukleonéow
konstruujemy z wyznacznikow Slatera ztozonych ze stanéw |¢y,) i |¢ije). Ograniczymy sie
przy tym do funkcji zawierajacych co najwyzej 1 stan w kontinuum. Wtedy przestrzen

! Niedostepnych w formie e-printu, ale ciekawych ze wzgledu na kwantowomechaniczng prébe opisu
rezonanséw jadrowych przy rozpraszaniu inkluzywnym.

2 W dalszej czeéci pracy wyprowadzimy ta teorie korzystajac tylko z zasad mechaniki kwantowej.

3 Jedna z metod na znalezienie takiego potencjatu (Hartree-Fock) opiszemy przy okazji wyprowadzenia
rownan CRPA.
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konfiguracyjna podzieli sie na 2 ortogonalne podprzestrzenie 1 (tylko stany zwiazane) i 2
(1 stan w kontinuum). Wektory stanéw z tych przestrzeni bedziemy oznaczaé¢ poprzez:

my,mg--- ,ma) =la)y € 1 (3.1.3)
Imy - yma—islje) = [y lje) = |Be) € 2.
Niezaburzone energie tych stanéw oznaczamy poprzez E, i I, +e€, gdzie I, = Ej3 to energia

N — 1 zwiazanych czastek. Najogolniejsza funkcja falowa w tej przestrzeni konfiguracyjne;j
moze by¢ rozlozona na sktadowe |1) € 1 oraz |2) € 2

T = 1) +]2) (3.1.4)

) = Y la)a
2) = de|5e) a(c)
3w

gdzie a, 1 ag(e) to dowolne amplitudy.
Dwuciatowe oddzialywanie resztkowe V mozemy roztozy¢ na 4 czesci odpowiadajace prze-
strzeniom 1 i 2:

Vll V12

V2o (3.1.5)

v

Elementy macierzowe (a [V'| /) budowane z V1! sg stalymi zaleznymi od dyskretnych liczb
aia (stany zwigzane). Elementy V2 i V2 (a|V]Be) i (Be|V]|a), sa ciaglymi funkcjami
€ i rtownocze$nie zaleza od a i 3. Wedtug Blocha [2] czton V*?? separuje si¢ na 2 czesci:

(BelVIF'€) = (WljeVIVT)'e) = budjjo(e — €) (v Ve[ 7'} + (Be|Val B'€') . (3.1.6)

Pierwszy czlon V, odpowiada oddzialywaniu pomiedzy A—1 czastkami w stanie zwigzanym
z pominieciem czastki w kontinuum, drugi zas odpowiada oddzialywaniu/ mozliwosci wy-
miany czastki w kontinuum z pozostalymi nukleonami. Mozliwo$¢ takiej separacji mozna
wykazaé z jawnej postaci elementu macierzowego:

(3.1.7)
(BelV[3'e) = /d?’l’l' QTAZ Py, (1) &, (wa1)) (24) -

O vig—> Ui)¢mfl (Tp)) = ot (TP(A-1)) Pt e (TP 4))-
%,] 7

Tutaj P(i) oznacza permutacje elementéow zbioru A elementowego (liczymy wyznaczniki
Slatera). Za kazdym razem, kiedy P(A) = A oraz i,j # A dostaniemy oddzielny czlon
zawierajacy (onc|on o) = Onwo(e — €'). Elementy macierzowe kontinuum liczy sie tak
samo, jak dla stan6w zwigzanych, tj. na antysymetryzowanych funkcjach falowych. W ten
sposOb bierzemy pod uwage statystyke fermionows i zakaz Pauliego.

Zaktadamy, ze rozwigzanie rownania Schrodingera dla pelnego hamiltonianu daje sie zapi-
sa¢ w tej bazie (oczywiscie jest to przyblizenie). Tak wiec bierzemy funkcje falowa postaci
(3.1.4) i rozwiazujemy uklad rownan na wspotezynniki a:

(| | H|T) = E|) (3.1.8)
(Bel-| HI[V) = E|T).
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W jawnej postaci uktad ten wyglada nastepujaco:

(E, — E)ag + Z (a|V]a') aw + Z/de’ (a|V|F'€)ag(€) = 0 (3.1.9)

(Bs+e—E +Z (BeV]a') au +Z (Vi) ag(e) +
+Z/de (Be|Va| B'€)ag () = 0.

Spodziewamy sie, ze uklad roéwnan zwigzanych z kontinuum bedzie wybieral stany o ener-
gii nukleonu spetiajacej zasade zachowania energii. W praktyce oznacza to, ze amplitudy
ap (€') beda posiada¢ bieguny w € catkowalne wzgledem €. Gwarantuje to nam, ze roz-
wiazania posiadaé¢ beda skoriczona norme.

Wedlug Blocha, amplitudy ag(e) zawieraja osobliwosci zwiazane z asymptotycznym
zachowaniem si¢ rozwiazan (3.1.4) (na duzym dystansie nukleon nie "widzi” juz jadra
resztkowego). Zakladamy, ze te osobliwosci sa catkowalne. Redukujemy drugie z rownarn
(3.1.9) poprzez usuniecie cztonow skornczonych. To prowadzi do:

(Bs + ¢ — Bas(e) + 3 (vIVil 7 ag (€) = 0. (3.1.10)
,y/
Tak wiec osobliwosci pojawiaja sie dla € = E — Ej, ktore zwigzane sa z wartosciami
wlasnymi réwnania:

(By = Bl + ) (y|Vily) uf = 0. (3.1.11)

’Y/

To réwnanie opisuje A — 1 nukleonéw jadra resztkowego o liczbach kwantowych § w prze-
strzeni stanow zwigzanych. Jest to poprawka do energii wlasnej jadra resztkowego zwia-
zana z doktadnym oddzialywaniem dwucialowym i z tego réwnania mozemy szacowac
M7 . Wspoblezynniki u‘; opisuja jadro resztkowe w tym przyblizeniu. Z tych réwnan
wynika, ze osobliwosci zwiazane sa $ciSle z zasada zachowania energii: energia F uktadu
jest asymptotycznie suma energii nukleonu w kontinuum oraz jadra resztkowego.

Liczby kwantowe 0 oraz [, j dla nukleonu w kontinuum definiuja kanal reakcji, zwiazany z
rozwigzaniem rownania. Przej$cie do bazy kanalow reakcji z bazy wyznacznikow Slatera

odbywa sie nastepujaco:

|Ae) = |0lje) = Zu |ylje) (3.1.12)
a uklad rownan (3.1.9) przyjmuje postac:
(Bo — B)ag + Y _{a|V]d)aw + > / dé' (a |V B'€) ag () =0 (3.1.13)
a/ ﬁ/

(Ex+e— E)ay(e) + Z/de' e |[VIN€EYax(€) +

+> eV
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Zamiana Fs na F, mozliwa jest ze wzgledu na niezaleznosé tej wielkosci od energii nukleonu
w kontinuum. Istnienie osobliwo$ci w tych réwnaniach jest bardziej uwidocznione, niz w
(3.1.9). Oczywiscie rozwiazania musza by¢ calkowalne (inaczej mieliby$my nieokreslona,
nieskoriczona funkcje falowa), co pozostawia nam do wyboru:

(Z)\(G) = A)\5(E+E,\ —E) —|—b,\(€) (3114)

By
WO ZFE B -E

lub ze wzgledu na wygode
lim {AAd(e Y Ey—E)+ B—} - (3.1.15)

e e+ E\—E+Lin

= (A/\ + Z'7TB)\)5(€ + By — E) + Vpe—f—EBﬁ

Poprzez Vp oznaczyliémy wartosé gtowna Cauchy’ego. Te bieguny pojawiaja sie w miejscu,
gdzie réznica energii jadra z dziurg i wybitego nukleonu wynosi E. Czes¢ zawierajaca
wartos$¢ gtowng Cauchy’ego zawiera informacje o stanach, w ktorych € # F — Fs a wiec i
poprawke na to, ze nasz model jest przyblizony. Poniewaz ay(€) jest uniwersalna amplituda
w tego typu modelach, mozemy wywnioskowad, ze analogiczne podstawienie bedzie stuszne
takze w CTDA oraz CRPA.

Osobng kwestia jest regularyzacja funkcji falowych. Nietrudno sprawdzi¢, ze w przy-
padku istnienia bieguna typu delty Diraca, wyznaczajacego pewien kanal rozpraszania
opisany przez [3y, norma funkcji falowej bedzie nieskoniczona:

(T[T) = > alan(oa) + (3.1.16)

a,a!

+ Z/dede’A*égfﬂo(;(el — Ey)Adg 5,0(e — Eo) (B'€|Be) =
8,6

- Z]aa|2+2/d6|A|25§ﬂ052(6—Eo).
o B

Niestety, autorzy [2], [5], [3] pomijaja te kwestie milczeniem. Sama delta jest zwiazana z
zasada zachowania energii. Prawdopodobnym rozwigzaniem problemu jest zdefiniowanie
zagadnienia w skonczonym pudle (np. emitowany nukleon jako fala ptaska- wzor (2.3.4)).
Wtedy nie mamy ciagtej energii nukleonu, tylko dyskretne wartosci. To prowadzi do
zamiany kwadratu delty Diraca, ktory daje wynik nieskoriczony, na kwadrat delty Kronec-
kera, a poszukiwana normalizacja przyjmuje ponizsza postac:

(U1 = " Jaal” + A%, (3.1.17)

Konwencja ta zgadza sie z technikg obliczei numerycznych, w ktérych baza funkcji wia-
snych musi by¢ skonczona.

3.2 Hamiltonian w reprezentacji drugiego kwantowania i rownania
Hartreego- Focka

Model Blocha daje bogaty opis dynamiki procesow kwazielastycznych. Niestety, pelna
przestrzen rozwigzan pisujaca stany zwigzane oraz jadro+ nukleon w kontinuum jest na-
dal zbyt zlozona. Dla tak prostych jader, jak chociazby %0, ilo§¢ mozliwych dyskretnych
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stanow wzbudzonych jest wielka. Poza tym obliczanie za kazdym razem elementéw ma-
cierzowych postaci (3.1.7) jest technicznie trudne (dla 1°0 wystepuje tam 16! ~ 4.83 - 1012
permutacji jednonukleonowych funkcji falowych). Dlatego tez ograniczamy klase rozwia-
zan do najbardziej prawdopodobnych wzbudzen typu para czastka- dziura. W tej sytuacji
uzycie formalizmu drugiej kwantyzacji, ktory wprowadza operatory kreacji i anihilacji nu-
kleonow, wydaje sie by¢ optymalnym rozwigzaniem. Notacja i rachunki w tym rozdziale
oraz zwiazanych z nim dodatkach opieraja sie na [6], za wyjatkiem opisu stanéw konti-
nuum.

Zacznijmy od zapisu hamiltonianu uktadu w jezyku drugiej kwantyzacji oraz objasnie-
nia stosowanej notacji. Zalozeniem naszego modelu jest mozliwos¢ sprowadzenia pelnego
hamiltonianu (3.0.1) do dwoch cztonow: jednocialowego i potencjatu dwucialowego odpo-
wiadajacego za oddzialywanie czastka- dziura, tak wiec mamy ponizsza formute:

H~ < ‘T‘ 6> g+ = Z ozﬁ V| ~v0) csc,. (3.2.1)

«, 777

Greckimi literami oznaczono liczby kwantowe opisujace stan 1-czgstkowy?. Operatory
cl /co odpowiadaja za kreacje/ anihilacje nukleonu o liczbach kwantowych « i spelniaja
standardowa fermionowa relacje komutacyjna:

{ch,cs} = bap. (3.2.2)

Dodatkowym zatozeniem naszego modelu jest mozliwo$¢ separacji pojedynczego nu-
kleonu. Oznacza to, ze przestaje by¢ on stanem zwigzanym o ujemnej energii i zestawie
liczb kwantowych {n,l,j,m}. Mozemy go scharakteryzowa¢ pewna dodatnia energia €
oraz liczbami kwantowymi momentu pedu {l, j,m} Tak wiec

la) = |naslas Ja, Ma) ; stan dyskretny (3.2.3)
o) = |€aslas Jas Ma) ; stan kontinuum.
Stad wynika, iz sumowanie po energiach jest sumg po dyskretnych stanach dla ¢, < 0 i

catka dla stanow kontinuum. Ze wzgledu na czytelno$¢ notacji w niektorych miejscach
bedziemy musieli korzysta¢ z osobnej notacji dla zbioru wszystkich liczb kwantowych za

wyjatkiem energii:
Z > (3.2.4)

lo,jomMa

odnoszacej sie jedynie do stanéw kontinuum.
W dalszej czesci rozwazan dokonamy redukcji rownan ze wzgledu na m. Dlatego tez
wprowadzamy oznaczenie:

la) = |a,mg) . (3.2.5)

Dodatkowo oznaczymy |—a) = |a, —mg).

Mozemy zada¢ sobie pytanie, czy podstawowa relacja antykomutacyjna operatoréow jest na-
dal standardowa, pomimo rozdziatu przestrzeni na cze$¢ dyskretna i kontinuum. Mozemy
to sprawdzi¢ rozpisujac komutator wzgledem energii jednej z czastek:

{chrco} = Gap = 005" O(—€a) + 0(€a — €5)01a) 15O (€0) (3.2.6)

4 Izospin zostal chwilowo pominiety dla prostoty obliczen. Pézniej wyjasnimy, jak go, w razie potrzeby,
w prosty sposéb przywrocic.
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gdzie rozdzieliliSmy cze$é¢ dyskretng od kontinuum.
Dokonamy teraz transformacji kanonicznej, definiujacej operatory czastek i dziur (omo-
wionej w dodatku F.1):

ot

)

al = a>F (3.2.7)
bfx = S ,Co, a<F

Czynnik fazowy S_, wprowadziliémy w celu zapewnienia, ze operator b}, kreuje dziure o
okreslonym momencie pedu. Dowdd przedstawiliémy w tym samym dodatku.

Wedtug naszego zalozenia uklad daje sie opisa¢ w bazie niezaleznych stanéw jedno-
czastkowych. Chcieliby$my, zeby czes$¢ jednocialowa hamiltonianu byta diagonalna w tej
bazie. Musimy wiec rozwiazac zagadnienie wlasne dla czastek niezaleznych, poruszajacych
sie w pewnym potencjale usrednionym pochodzacym od wszystkich czastek w ukladzie (ra-
chunki przedstawiono w dodatku F.1). Diagonalizacja ta prowadzi do rownan w postaci:

<5 ‘T‘ 5> + 3 ((aB V] ad) — (B [V]5a)) = exdss. (3.2.8)
a<F
Mozemy tez zapisa¢ réwnanie Schrodingera dla funkcji jednociatowe;j:
T¢5(m2) + Z /d?’l'l [¢L<$1)V($1,332)¢a(w1)¢5(w2)+ (329)
a<F

—gzﬁL(a:l)V(wl,w2)¢5(m1)¢a(w2)] = &¢s5(x2).

Sa to tak zwane rownania Hartreego- Focka, w ktorych nukleony poruszaja sie w usrednio-
nym potencjale jadra w stanie podstawowym?®. Potencjal dwucialowy w ogdlnosci zalezy
tez od liczb kwantowych nukleonéw (w jadrach atomowych wystepuje silne sprzezenie spin-
orbita), ale zaleznos$¢ te pominieto dla skrocenia notacji. Pierwszy z czlonéw energii jest
po prostu lokalnym potencjatem us$rednionym pochodzacym od gestosci czastek w stanach
«, tworzacych stan podstawowy jadra:

o =3 / 21| bo(@1) 2V (w1, T2), (3.2.10)
a<F

drugi za$ jest nielokalnym potencjatlem "wymiany” pomiedzy dwoma r6éznymi stanami
jednoczastkowymi:

peeeh — Z Gol(x2) /d3x1¢2(:v2)‘/(m1,w2)u(331 — T2) (3.2.11)
a<F

gdzie U(x1 — x2) to kwantowomechaniczny unitarny operator translacji przestrzennej z
punktu zs do punktu z;, spetniajacy rownanie

U(x1 — T2)Po(T2) = du(T1). (3.2.12)

Generatorem takiego przesuniecia jest, jak nietrudno sprawdzié¢, operator pedu. Jawna
postaé¢ operatora translacji zadana jest wzorem:

U(x1 — x2) = exp(—i(x1 — x2)P). (3.2.13)

5 Formalizm ten sprawdza sie dobrze w innych kwantowych zagadnieniach wielu cial, np. w teorii
elektronéw w metalu, czy tez powtok atomoéw wieloelektronowych.
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Mozemy powiedzie¢, ze czlon wymiany zwiazany jest z "przeskokami” pomiedzy stanami
5 i ab Oba czlony sktadajg sie na tzw. potencjal Hartreego- Focka:

,UHF — Udi?". _ Ue:rch.. (3214)

Uktad rownan (3.2.9) nie jest ukladem jawnym, rozwigzywalnym w jednej iteracji. Nalezy
go rozwigzywaé w sposob samouzgodniony. Startujemy z pewnej bazy {¢,}(?), rozwigzu-
jemy dla niej uktad Hartreego- Focka, otrzymujac funkcje {¢o}(1), te z kolei wktadamy z
powrotem do obliczen itd. Procedura jest powtarzana az do osiagniecia zbieznoéci, tj. do
momentu, w ktorym funkcje {¢q }@*+V) oraz ich energie wlasne ey ' " nie roznia sie w zna-
czacy sposob od {¢a}(i) oraz eg). Odpowiada to sumowaniu kolejnych poprawek pierwszego
rzedu do energii wlasnej czastek w uktadzie wielocialowym: pojedyncza czastka oddziatuje
w sposOb usredniony z reszta, z kolei reszta tez oddzialuje sama ze soba nawzajem itd.
Otrzymane w ten sposob rozwiagzania postuza nam do konstrukcji $redniopolowego stanu
podstawowego oraz energii nieoddziatlujacych wzajemnie czastek i dziur.

Hamiltonian w bazie jednoczastkowej zadanej przez (3.2.9), z czeScia jedniocialowa
przepisang za pomoca operatorow czastek i dziur, przyjmuje nastepujaca postac:

0 - H0+I:[1+H2 (3.2.15)
1

HO - Z(TQ_FEVOC)

a<F
T. = (o|f]a), V=Y (@BIV]ag) - (@B V] a))

B<F

By o= 3 ol =3 cabloboe

a>F a<F
N 1
Hy = 5 ) (aB|V]49) : clcjese, -

a,B3,7,6

Uwaga do notacji: zauwazmy, ze odpowiednio Hy + H, = HO oraz Hy, = V 7 teorii
Blocha. Tutaj €, = T, + V,, to energie wltasne obliczone w réwnaniach Hartreego- Focka,
odpowiadajace energiom czastek i dziur niezaburzonym przez resztkowe oddzialywanie. Co
wiecej, stan podstawowy Hartreego- Focka, w ktorym wszystkie poziomy sa obsadzone az
do F', jest stanem wtlasnym jednocialowej czeSci Hamiltonianu. Préznie Hartreego-Focka
w reprezentacji potozeniowej mozemy zapisaé nastepujacym wzorem:

06r) = N> (=17 [ cl(@pq)) .- - ..l (@p(r) [0) (3.2.16)

=1

gdzie N to czynnik normalizacyjny, dzieki ktéremu (0gp|0gr) = 1. ZachowaliSmy wpro-
wadzong w poprzednim rozdziale konwencje antysymetryzacji funkcji falowej. Operatory
I(x) odpowiadaja za kreacje nukleonu na i- tym orbitalu. Zauwazmy, ze ten stan spelnia:

G

o |0rF) = bo [0pr) =0 (3.2.17)

6 Scista interpretacja tych réownan mozliwa jest dopiero w obrebie kwantowej teorii wielu cial, gdzie
zaczynamy od réwnania Dysona, przyblizajac nieprzywiedlna energie wlasna nieskoriczonym szeregiem
poprawek pierwszego rzedu. Nielokalny potencjal wymiany jest wlasnie ta nieprzywiedlna energia wlasna.
Szczegotowe wyprowadzenie z komentarzem znajdziemy m.in. w [6].
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Zaleta hamiltonianu (3.2.15) jest diagonalnos$¢ Hy + H, oraz to, ze <0Hp ‘]:Ig‘ OHF> znika.

Przytoczona tutaj transformacja pochodzi z [6].
Przyblizenie Hartreego- Focka nie nadaje si¢, niestety, do opisu wzbudzen kolektywnych
i dlatego musimy wypracowaé inne podejécia, ktore przedstawimy w kolejnych rozdziatach.

3.3  Wyprowadzenie rownan TDA w ramach formalizmu
mechaniki kwantowej

Najprostszym podej$ciem do opisu wzbudzen kolektywnych jest TDA. Jego prostota jest
tak wielka, ze wyprowadzimy go rozwazajac pewng podklase przestrzeni rozwigzan uwzgled-
nionej w modelu Blocha, rezygnujac z formalizmu drugiej kwantyzacji. W cytowanych
pracach nie stosuje sie tego podejscia. Zakladamy, ze oddzialywanie jednociatowe V; jest
zadane potencjatem samouzgodnionym Hartreego- Focka, tj.:

V; = VHE (3.3.1)

Stan podstawowy hamiltonianu jednocialowego H, bedzie wtedy proznia Hartreego-
Focka |0y ) o catkowicie zapelnionych powlokach az do pewnego poziomu F' (wzor (3.2.16)).
Jedyne wzbudzenia, ktore bedziemy brali pod uwage, beda polegaly na usunieciu jednego
nukleonu ze stanu podstawowego i przeniesieniu go powyzej poziomu F'. Stad notacja T.
Tak, jak uprzednio, stany spetniajace ten warunek tworza 2 przestrzenie konfiguracyjne
zawierajace tylko stany zwiazane i jeden stan w kontinuum odpowiednio. Zawieraja sie
one w przestrzeni rozpatrywanej przez Blocha. Wprowadzmy notacje:

my...omimis o omiomb) =lal)elT C 1 (3.3.2)

my.ommilyomA s lie) = [y 1 [ple) = [Be 1) €21 C 2.

Gdzie, jak uprzednio, m oznacza liczby kwantowe opisujace stan jednoczastkowy a dolny
indeks oznacza numer nukleonu w jadrze. Dodatkowy gérny indeks natomiast numer stanu.
Taki zapis oznacza, ze jeden z nukleonow zostal "wyjety” ze swojego orbitalu i przeniesiony
do innego, o wyzszej energii, zostawiajac po sobie puste miejsce. Indeks p oznacza liczby
kwantowe nukleonu na poziomie o wyzszej energii, natomiast {[p],e} oznacza moment
pedu i energie czastki w kontinuum. Od tej pory nukleon w stanie wzbudzonym bedziemy
nazywaé czastka (p jak particle), natomiast pozostawiona po nim luke- dziura (h jak hole ).
Poniewaz jedyna réznica pomiedzy wektorami tej przestrzeni sa indeksy stanu, z ktorego
wyjeliémy nukleon oraz stanu, do ktorego trafil, tatwo wykazac, iz:

<Oé, T |O./ T> = 504T70/T = 5p,p’5h,h’ = <p,h/|ph> (333)
(B T1BeT) = ds1,810(ep — ) = Opplp10nar 0 (€6 — ) = ([]ep i peph) -

Do numeracji stanoéw wystarczy nam znajomo$¢ liczb kwantowych p i h (badz tez [p], € i
h). To oznacza, ze mozemy zmieni¢ notacje na:

af) = |ph) (3.3.4)
B1e) = liplhey).

Warto tez zwroci¢ uwage na to, ze usuwajac ze stanu podstawowego o J = 0 czastke o
momencie pedu j, m powinnismy uwzglednié¢ pewien czynnik symetrii, aby dziura réwniez
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miala moment pedu j, m. Dyskusje ta odlozymy do dodatku F.1, dotyczacego formali-
zmu CRPA, gdzie czynniki fazowe zostang wyprowadzone w ramach formalizmu “drugiej
kwantyzacji’. Na razie zakladamy, ze czynnik ten zostal uwzgledniony w definicji funkcji
falowych. Latwo znalezé energie niezaburzona stanéw |ph):

Hy |ph) = (€, — en, + Ey) |ph) (3.3.5)
gdzie:

Hol0 1) = Eo[0 1) (3.3.6)
to energia stanu podstawowego jadra w przyblizeniu pola $redniego. Taka posta¢ energii
wzbudzen stanéow niezaburzonych wynika z faktu, ze usuwamy jedna z funkcji falowych
stanu podstawowego, odejmujac niezaburzona energie €,, i tworzymy funkcje falowa w

stanie wzbudzonym, dodajac €.
Funkcje wlasng pelnego hamiltonianu zapiszemy w postaci:

dysk. kont.
!lIfE T> =[1N+127) = Z aph |ph) + Z /depa[p]h €p) |[p]hep) (3.3.7)
[p,h

spetniajaca réwnanie Schrodingera:
(Ho+V)|¥7 1) =E[¥7 7). (3.3.8)

Warunek normalizacyjny jest nastepujacy:
kont.

1= Z laj,|” + Z /dep\a[p]h &) (3.3.9)

Dalej postepujemy podobnie, Jak w poprzednlm paragrafie, a mianowicie liczymy elementy
macierzowe hamiltonianu:

dysk.
(€p —en — E+ Eo)al, + > (ph|V|p'H) al,,+ (3.3.10)
p/7h/
kont.
+Z/dep (ph V| [Pl W &) atiy(ey) = 0
dysk.
( — €p —E+E0)a,[p} Ep + Z h€p|V|ph/> /h/+
/h/
kont.
—i—Z/dep plhe, |V [ Hey) abley) = 0.
[p'],n

Poniewaz energia rozwiazania dla pelnego hamiltonianu ma posta¢ £ = Ey+w, gdzie w to
roznica energii pomiedzy rozwigzaniem w naszym przyblizeniu a stanem podstawowym’,
podstawiamy —F + Ey = w oraz wszystkie indeksy F w amplitudach na w.

Klopot moze sprawi¢ interpretacja elementéw macierzowych oddzialywania resztko-
wego. Jak juz wiemy, V = Z” v j — >_; Vi, gdzie v; to potencjal Hartreego- Focka. Wzor
(3.1.7) przedstawia jawna posta¢ wzoru na element (ph |V|p'h’). Waznym spostrzezeniem
jest, ze elementy macierzowe potencjatu sa tozsamosciowo réowne zero dla stanoéw roznia-
cych sie stanem wiecej, niz dwoch czastek. W celu okreslenia, ktore wyrazenia dadza

" Moze reprezentowaé np. przekaz energii v przy rozpraszaniu elektronéw
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/
Numer

orbitalu

Fig. 3.1: Rysunek pomocniczy do interpretacji elementéw macierzowych potencjatu resztkowego,
zwigzanych z oddzialywaniem dwucialowym V; ;.

niezerowy wktad, skonstruowali$émy kilka rysunkéw pomocniczych. O§ y przedstawia nu-
mer orbitalu. Zaznaczono tam poziom F', do ktéorego wypelniony jest stan podstawowy.
Pelne kotka reprezentuja nukleony (dla rozroznienia ciemniejszym kolorem reprezentujemy
czastke), natomiast puste miejsca ponizej F reprezentuja dziury. Dla ortogonalnych i cal-
kowicie roznych od siebie stanow (p # p' i p # p') (rys. 3.3 (a)) widzimy, ze jedyne
niezerowe elementy macierzowe wystapia, gdy oddzialywanie potencjalne potaczy ze soba
funkcje falowe roznigce oba stany. Wynika to z ortonormalno$ci uktadu funkcji jednoczast-
kowych. Latwo odczytaé, ze funkcja falowa h' zawarta jest w (ph| (co wynika z jej braku
w |p'h')- to wlasnie definiuje dziure). Kolejne spostrzezenie- oddzialywanie zaznaczone
liniami ciagglymi wigze sie z parzysta permutacja funkcji falowej nukleondéw, przerywanymi
za$- z nieparzysta, co definiuje znaki w wyrazeniu. Dostaniemy wiec wielkosé:

a) = %/d%l /d3l’2 [925;/(331)¢L(332)Vm,p2,h1,h2(331 — T2)Pp(T1)Pw (x2) +  (3.3.11)

- 925;[0’(w1)¢2<$2)‘/p1,p2,h17h2(w1 - w2>¢h’(w1)¢P<w2):| + {wl — CC2}'

Wprowadzimy skrocony zapis powyzszego rOwnania:
Uph;p'h! = /d3$1d3$2 |:¢;/($1)¢;rl(w2)‘/($1 - $2)¢p($1)¢h/(w2> + (3312)

~ o} (@1)o} @)V (@1 — @a) b (22),(w2)|

gdzie indeksy czastek i dziur w potencjale dwucialowym zostaly pominiete dla skrécenia
zapisu. Reprezentuje ona efektywne oddzialywanie par czastka- dziura. Chcieliby$my
sprawdzié¢, czy inne elementy macierzowe tez przyjma taka forme.

Sytuacja staje sie trudniejsza w przypadku 3.3 (b), w ktorym liczby kwantowe czastek
sa rowne. Mamy tam niezerowy wktad nie tylko od wyrazenia typu (3.3.11) ale i od od-
dzialywan pomiedzy czastkami jadra resztkowego 3.3 (¢). A chcieliby$my, zeby elementy
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potencjatu resztkowego zalezaly jedynie od indeksow i funkeji falowych czastki i dziury. W
tym miejscu na pomoc przychodzi potencjat jednociatowy Hartreego- Focka. Okaze sie, ze
kasuje on wszystkie cztony niezwigzane z oddzialywaniem czastka- dziura. Rysunek przed-

NumerA \ ‘ ‘
orbitalu| X, X]. X
iy Y
ep-th-g o M

Fig. 3.2: Graficzne przedstawienie konstrukcji elementéw macierzowych V7F.

stawia schematyczng konstrukcje elementéw macierzowych potencjalu Hartrego- Focka w
reprezentacji potozeniowej. Poréwnujac wzory (3.2.9) i (3.1.7) oraz rysunek, zauwazamy,
ze:

(B ‘VHF’7> = Z /d?’xd?)x’(gb;(m)gbg(w'))V(:c —x')- (3.3.13)
(96()¢a(T) — ¢5(2")pa(x)) = Z VBasya-

Spostrzezenie to pozwoli nam pogrupowaé pozostate typy wyrazéw opisujacych elementy
macierzowe potencjatu resztkowego. Od tej pory zawsze bedziemy laczy¢ parami czlony
"bezposrednie” i czlony "wymiany” (jak na rys. 3.3).

Policzymy teraz elementy macierzowe (ph |V|p'h’), ktore sadiagonalne w indeksach p
lub h. Zacznijmy od elementu, w ktérym p = p' i h = b’ 8. Zauwazmy, ze bierzemy pod
uwage tylko niezerowe polaczenia funkcji falowych (tj. wybieramy identyczne pary stanow
po obu stronach nawiasu Diraca i taczymy je oddzialywaniem bezposrednim i wymiany).
Wtedy widaé¢, ze sumujemy elementy %va@;a/g po wszystkich indeksach za wyjatkiem h:

a,8={1..F;p}/h

1 1
<ph 52‘/@1 ph> =5 > Vapas (3.3.14)
i

Idea takiego grupowania wyrazow i prowadzenia obliczen zostala przedstawiona na rys.

8 Zauwazmy, ze tutaj numer wspoltrzednej odpowiada bezposrednio orbitalowi, a wiec liczbom kwanto-
wym nukleonu w ( |.
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Fig. 3.3: Graf przedstawiajacy sposob rozwigzania (3.3.15). Suma oddzialywan dwucialowych
pomiedzy wszystkimi nukleonami w stanie |ph) daje sie zapisa¢, jako réznica energii
Hartreego- Focka czastki i dziury oraz elementu macierzowego vpn:ph-

3.3. Mozemy teraz przystapi¢ do obliczen.

(3.3.15)

<ph %Z ‘/;,j Ph> = % Z Vap;os + % Z Vah;a,h =

i {1,5’1‘?,:;,}/;1 (.. Fop}/n

1 1 1
- 5 Z Vap;aB — ivph;ph - 5 Z Vah;ah +

a={1...F,; h a=
SR (. Fopd/n

1
+ 3 > vnpns =

(.. Fpy/n
- Z <a IVaHF} O‘> - <h ‘VhHF| h> ~ Uph;ph-

0. F oy

W ostatniej rownosci skorzystalismy z faktu, ze:
Vap;aB = VBa;Ba- (3316)

Widaé, ze pierwsze dwa czlony skroca sie z (ph |>°, V;¥'| ph). Dostaniemy wiec réwnanie:

1
<ph 9 Z Vij — Z v ph> = ~ Uphiph- (3.3.17)
%
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Policzymy teraz element macierzowy dla p’ =p i h' # h:

(3.3.18)

<ph’ %Zvij ph> = % > {ah! V@] ah) +
i) a={1..F;p}/{h,1'}

+ % > (Wa|[V®|ha) +
a={1..F;p}/{h,h'}

- % > {al! |V®| ha) +
a={1...F,p}/{h,h'}

—~ % > (Wa|V@|ah).
a={1...F,p}/{h,h'}

Korzystamy teraz z faktu, ze:

<046 ‘V(Q)‘ aﬁ> = <ﬁa |V(2)| Ba> (3.3.19)

mozemy dodac¢ do siebie cztony w powyzszym réwnaniu:

1
<ph/ 52‘/” ph> == Z Uah;ah’ - (3320)

i#j a={1..F;p}/{h,h'}
Znowu cztony z potencjalem Hartreego- Focka skroca sie nawzajem. Tak wiec:

= <h/ |Vh},€/F| h> + Uph:ph! -

(ph [V ph') = vpnipn- (3.3.21)
W analogiczny sposob dostaniemy dla p # p' i h = h':
(ph|V]P'h) = —vpnprn. (3.3.22)

Tutaj znowu mamy zmiane znaku przy wystapieniu dwoch identycznych indekséw dziuro-
wych. Ma to prawdopodobnie zwiazek ze wspotczynnikami symetrii funkcji falowej dziury,
ktore zostana omowione szerzej w dodatku F.1. Zdefiniujmy:

ﬁph;p’h’ = (—1)6h*h/’l}ph;p/h/. (3323)

Dodatkowe znaki wejda do definicji elementow macierzowych. Roéwnania na wspol-
czynniki funkcji falowych przybiora postac:

7

(3.3.24)
dysk. kont.
(Ep — €p — w)agh + Z 17ph;p/h/a;’,h/ + Z /dep’f}ph;[p’]h’&p/a‘[%’}h’(ep’) =0
p/7h/ [p} h/
dysk.
(ep — en —w)afu(ep) + Z Ulplheyip b Qg+
p/7h/

kont.

_'_Z/dﬁp’ﬁ[p]hep;[p’]h’ep/aw(ep’) = 0

[P0/
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i s3 to rownania CTDA. Rezultat ten jest o tyle ciekawy, ze do jego uzyskania wykorzysta-
liSmy jedynie zwykta mechanike kwantowa, bez uzywania formalizmu drugiej kwantyzacji.
Metoda zaprezentowana np. w |6] opiera sie na rownaniach ruchu Heisenberga dla opera-
tora kreacji pary czastka- dziura.

Uktad rownan CTDA pozwala na znalezienie funkcji wlasnych hamiltonianu (3.0.3) w
przestrzeni obcietej do wzbudzen par czastka dziura ze stanem podstawowym zadanym
przez proznie rownan Hartreego- Focka (3.2.9). Szukamy rozwiazan w postaci funkeji
falowej (3.3.7) dla danej zmiany energii uktadu z E['" do Ef'F +w, gdzie w moze oznaczaé
np. przekaz energii v w rozpraszaniu elektron6w na jadrze.

Inna ciekawa cecha jest brak separacji elementow macierzowych oddzialywania (3.1.6),
gdyz z definicji Upp,yp wyznacza oddzialywania dla ¢ = A lub j = A (wedlug notacji
Blocha). Oznacza to, ze nie mamy poprawki od oddzialywan resztkowych do stanu jadra
resztkowego (3.1.11), gdyz wyrazy z nia zwiazane skrocily sie z oddzialywaniem Hartreego-
Focka. Ewentualny rezonans istnieje dla €, = €, +w, a stan jadra koricowego wyznaczamy
przez okreslenie orbitalu, z ktorego usuwamy nukleon.

Wyprowadzenie rownan TDA w ramach mechaniki kwantowej jest zmudnym zadaniem.
To zapewne zadecydowalo o uzyciu innej metody przez [6], gdzie cale wyprowadzenie
zajmuje 2 strony.

W TDA zakladamy, ze nie ma mozliwosci istnienia wzbudzen kolektywnych w stanie
podstawowym jadra. Zubaza to w duzym stopniu fizyke naszego uktadu. Zagadnieniem
rozszerzonym o ten czynnik zajmuje sie kolejny model, a mianowicie RPA.

3.4  Wyprowadzenie réwnaii CRPA

Punktem wyjSciowym w tych rozwazaniach jest zamiana stanu podstawowego z prozni
Hartreego- Focka |0y r) na pewien stan |Wy) zawierajacy niewielka domieszke wzbudzen
kolektywnych. Rownania wyprowadzaé¢ bedziemy w formalizmie drugiej kwantyzacji. Roz-
dzial ten bazuje na [6].

Idea tego modelu jest prosta: zakladamy, ze podczas rozpraszania elektronu na jadrze
nastepuje usuniecie czastki ze stanéw obsadzonych i przeniesienie jej do jakiego$ stanu
wzbudzonego badz kontinuum. Dlatego tez wprowadzamy operator kreacji pary czastka-
dziura w stanach |a) i |3):

¢y = albl. (3.4.1)

Zalozylismy, ze stan podstawowy moze zawiera¢ pewng liczbe par czastka- dziura, ktore
moga zmieni¢ swoj stan w trakcie procesu. Stad tez kolejny operator, tym razem anihilu-

jacy taka pare®:
Cas = bpa. (3.4.2)

Zmiana stanu prézni pocigga za soba pewien problem. Musimy stosowaé przyblizenie
stosowane do komutatora tych dwoch operatorow. Zapiszemy ten komutator w jawnej
postaci:

[Gass 5] = baaaalbl = alblbaan = 6u8s5 — 05501 an — 8asblb. (3.4.3)

9 Uwaga do notacji: pierwszy zestaw liczb kwantowych w operatorze zawsze oznacza czastke, drugi-
dziure.
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Roéwnania CRPA wyprowadzimy obliczajac wartosci oczekiwane operatorow w stanie pod-
stawowym!:

<q;0 ‘ [éw, 5;15] ’ qf0> = GanO5 — 03 (Vo |alae| Uo) — 6,4 <\110 )b}bﬁ‘ \Ifo> . (3.44)

Pamietajmy, ze |Wy) nie jest juz proznia jednoczastkowa Pierwszy czlon jest typowym
bozonowym komutatorem. Przy rownych indeksach dwa pozostate cztony odzwierciedlaja
prawdopodobienstwo znalezienia czastki i dziury o pewnych ustalonych liczbach kwanto-
wych w stanie podstawowym uktadu. Przy zalozeniu, ze w stanie podstawowym gestos¢
czastek /dziur jest o wiele mniejsza, niz liczba nukleonow w jadrze, stosuje sie nastepujace
przyblizenie:

o Cli| 00005 = 0 p1035(O(—€a)nm, + O(€0)drc ) (3.4.5)

gdyz to wlasnie ta czes¢ komutatora daje istotny wktad do wartosci oczekiwanych. Przy-
blizenie to, nazywane przyblizeniem kwazibozonowym, jest stabym punktem teorii CRPA,
gdyz wprowadza na starcie pewien btad do réownan. Od tej pory bedziemy stosowaé¢ no-
tacje = w celu pozostawienia w réwnaniach cztonéow dajacych istotny wklad. Tak wiec

np.
|:éozﬁa é;r/(s} iéa,75675- (346)

Majac wprowadzone podstawowe pojecia mozemy okresli¢ posta¢ stanu wzbudzonego o
energii w + €p:

dysk.  kont.

) = Qe = | S+ Y [ deo| (il - vGa) 100) (34

ap  [a],87°

gdzie X5 1 Y8 to liczby, ktore okreslaja prawdopodobiefistwo znalezienia/ zniszczenia
w stanie koricowym pary czastka-dziura opisanej liczbami kwantowymi p, h't. Stosujac
przyblizenie (3.4.5) widzimy, ze:

vy = <\If‘” &, \1/0> (3.4.8)
v = <x1/w bas \110>

Zwroémy uwage na identycznosé znaczen Xjg oraz ay, z rownan CTDA (3.3.24). Stan
podstawowy teorii |Wy) definiujemy w sposob nastepujacy:

Q¥ | W) =0 (3.4.9)

przy czym zwiazek ten zachodzi dla dowolnego w. Mozna go skonstruowa¢ dzialajac kom-
binacja liniowa operatorow Cl,@ na stan podstawowy przyblizenia Hartreego- Focka. Znale-
zienie odpowiedniego stanu podstawowego jest skomplikowana operacja [9]. W tym miejscu
musimy o nim wiedzie¢, ze:

10 Ze wzgledu na dlugosé notacji od tej pory pomijamy indeks CRPA w nazwach ( |¥o) = [Ocrpa) itd.).
11 Zastanawiajacy jest fakt wprowadzenia niezerowych wspotczynnikow Y, 5 dla anihilacji pary czastka-
dziura z czastka w kontinuum. Stan podstawowy |0) to jadro atomowe i nie ma zadnych swobodnych nukle-
onéw. Jednakze z jakiegos powodu we wszystkich cytowanych tutaj pracach wspoélczynnik ten wystepuje.

Dlatego i my go (przynajmniej tymczasowo) zachowamy.
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1. Jest unormowany: (W,|Wy) = 1.

2. Nie musi by¢ zwigzany z bezwzglednym minimum energii petnego hamiltonianu, ale
wszystkie wzbudzenia konstruowane na jego podstawie poprzez dziatanie operatorow

QT“’ maja energie wyzsze.

3. Gestos¢ dziur i czastek jest na tyle malta, ze przyblizenie bozonowe (3.4.5) funkcjo-

nuje.

4. Jadro jest sferycznie symetryczne (J = 0).

Chwilowo nie musimy wdawacé sie w szczegoty konstrukeji takich stanéw, aczkolwiek we-

dtug dostepnej literatury [9] wyniki numeryczne obliczen sa czute na wybor |Wy).

Zbadajmy rownania ruchu elementéw macierzowych:

(v
(v

naw) = o

[ﬁaéaﬁ”\D0> = w o‘;)ﬂ

(3.4.10)

wynikajace z rownan (3.4.5), (3.4.7) oraz (3.4.8). Pewien wysilek nalezy wlozy¢ w obli-

czenie komutatorow | H, élﬁ oraz [f], éag} 12 Szczegotowe rachunki przeprowadzilismy w

dodatku F.2, tutaj podamy tylko koricowe wyniki (|6]):

|:I;[17 élﬂ] = (ep — €-n) ﬁlﬁ

[ﬁh faﬁ] =— (& —€-n)Cap

|:H27 Clﬁ] = Z (Uozﬁ;,ullc;ty + uaﬁ;,uuguu)

2l

[H2a guu] = — Z <UZV,6';;LV§MV + uz,@;;wClV>

w,v
gdzie:

Vo = S-pSey (1= BIV] = va) — (= BV]a - 1))
S-5S- (=B —v|V]ap) — (~B— v |V ua)).

UoB;uv

(3.4.11)

(3.4.12)

(3.4.13)

Rysunek 3.4 wyja$nia znaczenie fizyczne elementu macierzowego vpp.yp. Dla jasnosci
dodano kierunek uplywu czasu. Pierwszy z czlonéw (“czlon bezposredni”) reprezentuje
anihilacje pary ph i kreacje nowej p'h’. Drugi ("czlon wymiany”)- rozproszenie pary ph
do pary p'h/. Linia przerywana reprezentuje wymiane wirtualnego pionu. Pierwszy graf
mozna interpretowac jako wytworzenie pionu w wyniku anihilacji pary ph a nastepnie jego
rozpad i kreacje pary p'h’, drugi- wymiane wirtualnego pionu w obrebie pary. Jest to

12 Drugi z nich dostajemy korzystajac z pierwszego, wykorzystujac nastepujacy zwiazek:

PN T
— {H , (l 5} , €O zaoszczedza nam Sporo czasu.

ﬁaéaﬂ} =
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Fig. 3.5: Graficzna reprezentacja elementéw macierzowych upp.prp-

doktadnie ten sam czton, ktory pojawil sie w rownaniach TDA (3.3.24), tylko narzucili-
Smy wymaganie, zeby dziura przenosita moment pedu jj, mp. Stad dodatkowe czynniki
symetrii. Formalizm (C)RPA wnosi dodatkowe czlony macierzowe w,pp ([9]). We wzorze
(3.4.12) stoja one, w przeciwienstwie do vy, przy operatorze é’ag. Mozemy powiedzie¢,
ze odpowiadaja za kreacje wirtualnych wzbudzen sktadajacych sie z dwoch czastek i dwoch
dziur, co przedstawiliémy na rys. 3.4.

Rownania (3.4.11) i (3.4.12) pozwalaja natychmiastowo zapisa¢ rownania ruchu (3.4.10):

(€a—€g—w) X5+ Y (VapyuXio, + tapyu i) = 0 (3.4.14)
v

(€a —€-p+w) Yo‘zuﬁ + Z (UZB;WY:JV + UZB;WX:V) = 0.
w,v

Ten uklad rownan nazywamy réwnaniami (C)RPA([6]). Energie €,/3 oraz w (za w mozemy
podstawié przekaz energii w procesie rozpraszania, czyli w = v) sa ustalone. UstaliliSmy
tez baze funkcji falowych $redniopolowych, danych rownaniami Hartreego- Focka (3.2.8).
Poszukujemy natomiast amplitud, z jakimi te funkcje wchodza do stanu wlasnego pel-
nego hamiltonianu. Reprezentuja one prawdopodobienstwo znalezienia danej pary czastka-
dziura w stanie koncowym. Problem ten jest wiec analogiczny do zagadnienia przedstawio-
nego przez Blocha. Zauwazmy, ze uklad rownan CRPA jest sformulowany w ograniczonej
przestrzeni konfiguracyjnej. Sama konstrukcja teorii pozwala na opisanie stanéw uktadu z
co najwyzej jednym nukleonem w kontinuum, co czyni ja odpowiednia do opisu proceséw
kwazielastycznych oraz semi-inkluzywnych.

Zauwazmy rowniez, ze kiedy polozymy Yy, = 0 dostaniemy réwnania CTDA. Ich wy-
prowadzenie rézni sie tym, ze korzystamy z prozni Hartreego- Focka i uwzgledniamy jedynie
operator kreacji pary czastka- dziura él,@

Podzial sumowania na cze$¢ dyskretna i kontinuum (zgodnie z dyskusja z paragrafu
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3.3) mozna wyodrebni¢ explicite przez:

dysk.  kont.

=N +> / de,,. (3.4.15)
pvwr [y 0
Normalizacja funkcji falowych, z zalozeniem, ze zachodzi (3.4.5), jest nastepujaca:

> (Xl + al) =1 (3.4.16)

a)ﬂ

Rownanie to stanowi uzupetnienie uktadu (3.4.14).

3.4.1 Rownania CRPA w zapisie multipolowym

Otrzymaliémy uktad réwnan opisujacy stany koricowe uktadu jadro + nukleon. Nie sg one
stanami o okreslonym momencie pedu (wzor na przekroj czynny (2.3.13)). Poza tym wy-
miar rownan (3.4.14) jest nieskoriczony. Pierwszym krokiem w strone uproszczenia rownari
jest wyeliminowanie zalezno$ci od liczby kwantowej m. Niezmienniczos¢ uktadu wzgledem
obrotow pozwala zatozy¢, ze {a} = {nljm}. Tutaj nadal |a) = |a,m,). Za pomoca regul
dodawania momentu pedu mozemy skonstruowac¢ operator kreacji pary czastka- dziura o
okre$lonym momencie pedu:

éleM = Z (Jama; Jomp| Jajs M) C:ig (3.4.17)

Ma,Mp

i jest on rownoczesnie NOT. Niestety, Copsnr = (CAleM)T juz NOT nie jest. Wystarczy
sprawdzi¢ komutator z operatorem momentu pedu. Trzeba wzia¢ kombinacje postaci
(=1)Je=mop_g(—1)Ja~™Maq_,,, zeby uzyskaé¢ pozadany efekt. Wykorzystamy symetrie wspol-
czynnika Clebsha- Gordana:

<jama;jbmb’jaijM> = ( 1)Ju+]b J(j _maa]b mb’jaij_M> (3418)
mg, +my = M.

Widzimy, ze aby uzyska¢ odpow1edn1 czynnik symetrii, musimy pomnozy¢ calo$é¢ przez
(=1)”~M i otrzymamy sparowany z ¢, ,,, NOT:

Silaps-nr = Z (Famas Jom| jajsd — M) (_1)J7Méaﬁ = (3.4.19)
Ma,Mp
= Z <ja - ma;jb - mb|jajb<] - M> (_1)J_M<:—a—ﬁ -
—Ma,—Myp
= > (amaijemiljajed M) (=) el
—Mg,—Myp

Komutator tych wielkosci jest zadany poprzez:

(3.4.20)
(S 5Cabs—t Clgyiar]
=[S0 ) Gamas omuljaged = M) Cag, Y (Gama; emgldade T M) L) =

Ma,Mp mq,Mg

=S5707.700,— 0 0a,d0b.g
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Jak wida¢ komutuja one do czynnika fazowego S;. Chcieliby$my teraz zapisa¢ funkcje
falowa stanu o momencie pedu J, M i energii w w przyblizeniu CRPA. Ponownie wybieramy
liniowa superpozycje operatoréw kreacji i anihilacji par:

[W0) = Z (X:ZJJQI;JM + abJSJCabJ M) |Wo) . (3.4.21)

ab
Taka definicja daje nam nastepujace zwiazki:

(3.4.22)
abl = < Jar éleM’\II0> = > s oo TM) X2
Ma,Mp
abs = S <‘I’§M CAabeM‘ ‘I’o> =S5 Y (Gammas ool jaje] — M)
Ma, My

7 twierdzenia Wignera- Eckarta wida¢, ze te wspolczynniki istotnie nie zaleza od M. To
jest efekt redukcji bazy, ktorego oczekujemy od naszych transformacji. Takie samo prze-
ksztatcenie mozemy przeprowadzi¢ dla operatoréw multipolowych. Najogolniejsza postac
tego operatora, to

(3.4.23)
TJM = Z CL <0é |TJM| ﬁ> Cp= Z SJ{<CY |TJM| - 5) élg + <—ﬁ |TJM| 04> éaﬁ}
a,f af
allta, ‘a p] M ~ =
= T attai Jo = WolieBo M) g7 )61 4 BTy la) s} =

(2J +1)1/2

1 . o .
= e ATy + (DT )8 -}
gdzie w ostatniej linijce skorzystano z symetrii wspolczynnikow Clebsha- Gordana i defi-
nicji Cupy—np- To pozwala okresli¢ wartosé zredukowanego elementu macierzowego takiego
operatora:

(U |T | W) = ! > {all Ty |0 X5, + (1) 72~ 0| Ty |a) Y, b (3.4.24)

(2J + 112 £

Posiadajac te informacje mozemy przeksztalci¢ uktad réwnan CRPA do uktadu réwnan
na wspotezynniki multipolowe. Rachunek jest diugi i skomplikowany technicznie, tak wiec
zamieszczono go w dodatku F.3. Tutaj przedstawimy tylko wyniki ([6]). Uktad rownan
CRPA dla bazy J, M przyjmuje postac:

(Ga — € — W) Xg}bJ + Z (U({b;manL;nJ + uib;mn T(;L)TLJ) =0 (3425)

( — 6 +w Yvab] + Z ab mnYTUr.L)nJ + uab mnX;;)’mJ) =0

m,n

gdzie elementy macierzowe oddzialywania dane sa wzorem:

o

ol = 2J +1 {j." Ja } mbJ' |V|naJ') + 3.4.26

b = ST w0 s W)+ 420
— (1)t (b |V ] anJ')}

ugb;mn = ( 1)Jn Jm=] ;z]b mm”
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Nalezy zwroci¢ uwage na druga pare indeksow przy ugb;mn. W ten sposob udalo nam sie
wyprowadzi¢ réwnania opisujace model wzbudzen kolektywnych jadra atomowego. Mu-
simy jeszcze ustali¢ sposob ich rozwigzywania. Potrzebujemy réwniez sposobu na kon-
strukcje stanu podstawowego |0). W tym celu nalezy zaproponowaé forme oddziatywania
dwuciatlowego potrzebnego do rozwiazania uktadu CRPA.

Zwroémy uwage na sytuacje, gdy Y, = oraz Uy, = 0. Dostaniemy wtedy rownania
TDA (3.3.24) w zapisie multipolwym. Rozwazajac ogolnieszy model RPA otrzymujemy
automatycznie wyniki dla prostszego TDA.

3.5 Zachowanie asymptotyczne rozwiazaii CRPA. Kanaly rozpraszania i
osobliwosci

Wroémy do zapisu ukladu rownan (3.4.25) w postaci wyrdzniajacej czesé zawierajaca su-
mowanie po stanach dyskretnych i kontinuum oraz indeksy wskazujace na czastke (p) lub
dziure (h):

dysk.
w § J w w
(Ep - eh - W) Xph] _|'_ (/Uph;p/h/Xp/h/J + uph;p’h’Y;)’h’J) + (351)
o'W
kont. )
J w w _
+ § : / d€p/ (vph;p’h’X[p’}h’J<€p') + uph;?'h/yv[p’]h"]<€p')) = 0
w1 0
dysk.
w 2 : *J w *J w
(6p — €p, "’ UJ) }/phJ + (,Uph;p’h'}/;)’h’J "’ uph;p'h’Xp’h'J) ‘I’
p’?h/
kont.
+ dey (V3o Y s(ew) + Wi X 1 (6y)) = 0
" \Uph;p'h’ L p'n! J\Cp’/ ph;p'h! <> p'h! J\Cp’ - :
[p'],h

Wyniki rozwazan z paragrafu 3.1, dotyczace rezonanséw w kontinuum, zastosujemy do
rozwigzania rownai CRPA w kontinuum. Wiemy juz, ze amplitudy X7, ;(€,) posiadaja
bieguny zwigzane z asymptotycznymi energiami nukleonu i jadra resztkowego. Rozwia-
zania réownan CRPA otrzymujemy przy ustalonych J i w (momencie pedu przejécia i
transferze energii), natomiast kanaty wyréznia masa jadra resztkowego M,s_;. Musimy
zada¢ sobie pytanie, ktére zmienne w rownaniach RPA definiuja nam kanal rozpraszania.
Kwestii tej nie omoéwiono szczegétowo w cytowanej literaturze. Dla danych J,w jest wiele
kanatow rezonansowych, gdyz nie definiuja one stanu jadra resztkowego. Wystarczy, ze
zachodzi (zgodnie z definicja operatora kreacji pary w konkretnym stanie momentu pedu
(3.4.17)):

jpo +jho >J > |jpo _jh0|- (352)

Wedtug [3] do zdefiniowania kanalu wystarczy nam znajomosé liczb kwantowych hg
opisujacych orbital, z ktorego usuwamy nukleon, stanu koncowego czastki [po], przekazu
energii w i multipolowosci przejécia J. Wtedy rozwigzanie rownaii CRPA prowadzi do
konkretnego stanu koncowego jadra resztkowego, co pozwala nam zdefiniowaé¢ kanal roz-
praszania. Z zachowania energii mozemy wyznaczy¢ €,, a wiec i polozenie bieguna ampli-
tudy X7, (€). Amplituda Y}, ;(e,) biegunow nie posiada, gdyz wklad stanéw kontinuum
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do stanu podstawowego jest znikomy. Polozenie osobliwosci definiujemy przez wskazanie,
ktory nukleon opusci jadro. Bieguny te maja taka sama nature, jak te opisane w para-
grafie 3.1 i musza by¢ catkowalne. Dla kanalu danego przez pg, hy osobliwosci amplitudy
wystapia dla €, = €, + w.

Zgodnie z naszymi zalozeniami podstawiamy za Xﬁ’o °(ep) oraz Y[;fffo(ep):
X(E )wpoho
h ) plhg
X[QI;?}?JO () = Apohown +Vp c _ ehp— o (3.5.3)
P
proho (6 ) _ Y(GP)T;;]hJ .
[plnJ A7P €p —€p +w
Wedtug hipotezy Blocha, mozna przyjac:
Aph.poho = Op.poOh,hg = Ofpol,[p]Ono,n0(€p — €n — W) (3.5.4)

Czes¢ amplitudy zawierajaca warto$¢ gtowna Cauchy’ego odpowiada za wktad od kanalow,
dla ktorych nie mamy rezonansu (€,, 7# €5, + w- tzw. cze$¢ off-shell ). Ma ona catkowalny
biegun w rezonansie. Indeksy py i hg oznaczaja, ze mamy tu do czynienia z wyroznio-
nym kanatem rozpraszania. Przy obliczaniu przekroju inkluzywnego wykonujemy sume
po wszystkich kanatach,tj:

(3.5.5)

d’o Am Jlpolho 2 q* , O
= M, (q)||J; — 4 i ian?22) .
dQdy UMZJi—l—l[pZ { 4%‘ M@ T ]+ { =5z +tan” 3

070

> ||zl +

J>1

~ 2
’<‘]f o}ho”Tmag(q)HJi)‘ :| } R[Po]ho.

Innym problemem jest poprawka do stanu jadra resztkowego pochodzaca od oddzia-
lywania resztkowego (3.1.11). W przyblizeniu TDA nie wystepowala, poniewaz nie za-
chodzila separacja elementéw macierzowych na oddziatywanie tylko pomiedzy nukleonami
jadra resztkowego V, oraz pomiedzy jadrem resztkowym i nukleonem w kontinuum V.
Cztony, z ktorych powstaje V,., skrocity sie z oddzialywaniem Hartreego- Focka. Z drugiej
strony separacja taka oznaczalaby klopot techniczny zwiazany z tym, ze energia dziury e,
bytaby w og6lnosci inng energia, niz energia Hartreego- Focka obliczana na poczatku przy
ustalaniu bazy jednoczastkowej. Wiazaloby sie to z koniecznoscia rozwiazywania za kaz-
dym razem dodatkowego uktadu rownan dyskretnych na energie orbitali w jadrze resztko-
wym (posiadajacym inna liczbe nukleonéw, niz pierwotne) i stanowitoby duza komplikacje
techniczng i numeryczna. Jednakze teoria RPA uwzglednia korelacje w jadrze resztkowym
przy pomocy amplitud dyskretnych Y,, i X,,, a wiec pozostawia baze¢ jednoczastkowa
nienaruszong. Sama konstrukcja elementéow macierzowych vpngn 1 Upnyny dowodzi, ze
rozseparowanie ich na V. i V; jest niemozliwe.

Uzyjemy naszej hipotezy do dalszego przeksztalcenia rownan CRPA. Poniewaz uktad
rozbija sie na poszczegdlne kanaly rezonansowe opisane liczbami kwantowymi [pg], ho, za-
piszemy te indeksy explicite. Ponizsze podstawienie dotyczy amplitud Xf;]h ;(€p) oraz
Y[;’]M(ep), czyli stosujemy je dla czesci funkcji falowej z nukleonem lezacym w kontinuum.
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Stad inne oznaczenie elementéw macierzowych potencjatu (wyrézniamy zmienne czastek
w kontinuum):

(3.5.6)
proho (6 )
[plhJ \Ep
(€p — €n — w) (Aphpono + VP m)
dysk.
+ Z U[p]h ' B! ()X ’h’J + u[p]hp’h’(ep)y;:')h',]) +
/ h/
e Xt (er)
+ Z / dey | Vignspn (€ps €0) (Aphpono + VD r— ) +
0 Ep/ Ent w
[p'].h/
proho (6 /)
[p']h T AP
! h! /S | = 0
e ()
proho €
(o= cn-bo) 2
€p — € T W
dysk.
+ Z (Ua{h;p’h/ (Ep)}/;fhlj + UE;]]h;p’h’(ep)X;J’h’J) +
/ h/
kont. Y[;Jlfoho( )
b J
d / /
+Z/ Ep/ v[p]h[ph(e;mep 0 —ew L +
[p'],h
profllo (6 )
s R/ / A V [ML - 0
T U1 (€ps €p) (Aph,pony + e — en — w)
W celu uproszczenia réwnan skorzystamy z wlasnosci dystrybucji:
xé(x) =0 (3.5.7)

zVpr =1



3. Dynamika proceséw jadrowych. Modele TDA i RPA 48

a takze z faktu, ze €,, — €,, = w. To zmienia posta¢ naszego uktadu réownan na:

(3.5.8)
dysk.
X (en) + 2 (dman )X+
/hl
wpoh
)V +

kont. X[Ldp}oh()( )
n'J
+ Z/ dey [ Viplh; [p’]h/(€p7€p)vp— +

€y — €Epr — W
[p'].0 P h

Crwpoh
)ﬂpﬁzh?(epq

J
| = TVm €ps €hy + W
Ep/ — Eh/ —|— w [P]hv[PO}ho( p hO )

s 1 (€ €7)

dysk.
E wpoho + U € proho +
») [p|hJ ]hp’h’ p) T
/h/
*J w
+ u[p]h;p'h’(€P>X ’h'J) +

kont. wpoho
Y[pqw ()

+ 35 [ [ stamtonon L

[pl h/
wpoh
X[pp]%’cof <E /) ]

*J
= TUpp €p, €y T W).
€y — €y — W [P]hv[Po]ho( > Cho )

+U#Ep(]]h;[pl]h/ (EP, Ep/ ) Vp

W tym ukladzie rownan nie mamy juz zadnych osobliwosci (taki wynik otrzymal m.in. [3]),
co umozliwia nam przeprowadzenie obliczenn numerycznych'®. Musimy jeszcze zastanowié
sie nad potencjatem resztkowym pary czastka- dziura. W tym miejscu mozemy przyjrzec
sie oddzialywaniom miedzy nukleonami. Wiemy, ze dla nukleonéw w jadrze istnieje za-
leznosé od izospinu (proton/neutron), spinu (sprzezenie momenté6w magnetycznych) oraz
pewien potencjal modelowy pochodzacy z wymiany wirtualnych mezonéw. Podobne za-
leznodci powinny istnie¢ dla potencjalu resztkowego. Przy czym silta tych potencjalow
powinna zaleze¢ od odleglosci dzielacej sktadniki pary. Dlatego tez wg. |3] mozemy przy-

jac:

VPM(1,2) = f(ria) + f(re)T(1)7T(2) + g(ri2)o (1) o (2) + (3.5.9)
+4'(r2)a (1) (2)T(1)7(2).

Doktladne postacie funkcji f, f/, g, ¢’ zaleza od przyjetego modelu oddziatywan.

13 Niestety, ztozonosé problemu jest zbyt duza, by rozwiazaé ten uklad analitycznie. Jak przy wiekszosci
problemo6w kilku(-nastu; -dziesieciu) cial. Wiemy, Ze jakie$ rozwiazanie istnieje, nie potrafimy tylko go
obliczyé¢.



4. MODEL PRADU JADROWEGO

Do tej pory wyprowadziliémy ogolna postaé¢ pradu jadrowego w zapisie multipolowym
(2.3.2), (2.3.12), sposéb obliczenia przekroju czynnego (2.3.13) oraz funkeji falowych uktadu
w ujeciu CRPA. Nasz model dynamiczny sprowadza wszystko do elementéw macierzowych
multipolowych operatorow jednocialowych (3.4.23). Niestety, nadal nie wiemy, jaka po-
sta¢ maja jednocialowe operatory elektromagnetycznego pradu jadrowego. Okazuje sie,
ze mozna je wprowadzi¢, niejako "od reki”, przygladajac sie uproszczonej strukturze jadra
atomowego. Metoda ta bazuje na najbardziej elementarnych wtasnosciach fizycznych nu-
kleonéw 1 jest stosowana w wielu pracach dotyczacych rozpraszania leptonéw na jadrach
atomowych. Zaprezentowano ja z detalami m.in. w [11].

W klasycznym opisie mozemy powiedzie¢, ze jadro atomowe sklada sie z dwoch rodzajow
czastek: protonow i neutronoéw. Nukleony te obdarzone sa pewnymi tadunkami elektrycz-
nymi oraz momentami magnetycznymi. Uwzgledniajac ich ruch wewnatrz jadra mozemy
zapisa¢ kwantowomechaniczny model pradow jadrowych. Konstruujemy wiec operatory
gestosci tadunku, gestosci pradu konwekcyjnego (ruch protonéw wewnatrz jadra) oraz ge-
stosci wewnetrznej magnetyzacji nukleonow ([6]):

A
pn() = > e(h)0¥ (@ - x;) (4.0.1)
; 2 30
Je(@) = Y el 00 @ — ;)
pa) = 3 w550 @ 2

Model ten wykorzystuje podstawowe zasady mechaniki kwantowej. Dla jasno$ci notacji
p = —iV i o = (0,,0y,0,), gdzie o; to macierze Pauliego. Antykomutator w pradzie
tadunkowym wprowadziliémy ze wzgledu na brak komutacji operatoréw pedu i potozenia.
Mozna to tatwo sprawdzié¢ dla pojedynczej czastki:

(4.0.2)
el@) = [ dnvi (@) 519,09 - 2,) + 9@ - 2,)V, () =

= ﬁ{wwavw(%) = [V ()0 ()}

co jest prawidlowa definicja kwantowomechanicznego pradu.

Aby zapisa¢ tadunek i moment magnetyczny nukleonu musimy znalezé prosty sposob na
rozroznianie, czy mamy do czynienia z protonem, czy tez neutronem. W tym celu wpro-
wadzamy dodatkowa zmienng izospinowa 73, oznaczajaca rzut izospinu na o§ z. Wtedy
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mozemy zapisa¢ tadunek i moment magnetyczny, jako:
. 1 .
e(j) = F[1+m0) (4.0.3)

, 1 _ 1 .
p(i) = Mg+ 7)) + Mgl = 73(5)]
gdzie odpowiednio A, i A, to momenty magnetyczne protonu i neutronu. Dodatkowym
czynnikiem potrzebnym do obliczenia p jest anomalny moment magnetyczny nukleonu:

. 1 , 1 .
NG = N+ mO)] + g = 7s()] (4.0.4)
n(g) = e(i) +XN0).
Wzor (2.3.2) mowi, ze wektorowa czesS¢ operatoréw gestosci jest dzielona pomiedzy dwa

typy operatorow multipolowych: elektryczny TAjl)\(q) oraz magnetyczny 1 I (q). W celu

podzielenia wktadow od Je () i fu(a) pomiedzy multipolowe operatory wektorowe musimy
zrobi¢ niewielka dygresje i wprowadzi¢ modelowy hamiltonian oddziatywania jadra z polem
elektromagnetycznym.

4.1 Dopasowanie wektorowych operatoréw gestosci do struktury
multipolowych operatoréw elektrycznych i magnetycznych

Najprostszy model oddzialywania wektorowego pradu jadrowego z potencjalem wektoro-
wym pola elektromagnetycznego opisuje ponizszy hamiltonian ([11]):

H=—¢ / Jo(x)A(x)dz — e / f(x) [V x A(z)] d*x. (4.1.1)

Jak widzimy w powyzszym wzorze, jest to klasyczna energia oddziatywania gestosci pradu
jadrowego ladunkow (Jo(x)) oraz momentéw magnetycznych (fi(z)) z polem (A(zx)).
Oczywiscie w tym sformulowaniu trudno dostrzec strukture rozwiniecia multipolowego
(2.3.2). Przeksztalcenie go do uzytecznej postaci wymaga skorzystania z tozsamosci wek-

torowych:
V-(axb)=b(Vxa)—a(V xb) (4.1.2)

oraz zanikania pdl fizycznych w oo. Wykonujac catkowanie przez czesci dostajemy ponizszy
WZOT:

H = —e/ (jc(:c) +V x /l(a;)) A(z)d’s. (4.1.3)

Pierwszy czton daje sie tatwo uzy¢ w rozwinieciu multipolowym, opisanym w rozdziale 2.3
oraz dodatku E.5. Drugi z nich wymaga wiekszej uwagi. Musimy najpierw rozwinaé¢ A(x)
w szereg wektorowych harmonik sferycznych, a nastepnie catkowaé przez czesci:

/ V x p(x) [V x jy(ka)Yy) | dPo = / @)V x [V x js(ka) Y]] dPr. (4.1.4)
Dodatkowy zestaw tozsamosci bedzie tutaj przydatny:

/(V x a)(V x b)d*z = /(aV X (V xb)+ V(ax Vb)dz  (4.1.5)
Vx(Vxa) = V(Va)—Aa.
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Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy wynik:

/ V x p(x) [V x js(kx)Yy) ] o =k / p(x) [ (k2) Y] dPa. (4.1.6)
Wykorzystujac techniki zaprezentowane w dodatku E.5 otrzymujemy ostateczny wynik:

(4.1.7)
1

3 {19 stk Y2, @] det@) + 124 ka) V3@ o) }

Tﬂag(’f) = /{jJ(kx)YJf\ﬂQ)jC(w) + [V x jJ(kﬂ?)YJf‘J(Q)] ,ll(zl:)} .

T3\ (k)

Dzieki niemu wiemy, w jaki sposob poszczegolne operatory gestosci wektorowej (4.0.2)
wchodza do operatoréw multipolowych.

4.2 Poprawki relatywistyczne. Redukcja nierelatywistyczna
wierzchotka oddziatywania i reprezentacja drugiego kwantowania

W tym modelu trzymalismy sie konsekwentnie nierelatywistycznego opisu pradu hadro-
nowego. Ped nukleonéw w jadrze nie przekracza paruset MeV, tak wiec opis nierela-
tywistyczny jest jak najbardziej stosowalny. Jednakze w przekroju inkluzywnym mamy
do czynienia z pedami ¢® nawet przekraczajacymi rzad M?. Dlatego tez musimy zna-
lez¢ sposob na dodanie poprawki do nierelatywistycznych operatoréow pradu. Metoda na
to, aby mie¢ kontrole nad dopasowaniem opisu kwantowomechanicznego do wyprowadzo-
nego w sposob kowariantny przekroju czynnego jest redukcja nierelatywistyczna elementu
macierzowego pradu nukleonowego zwigzanego z wierzchotkiem oddziatywania elektroma-
gnetycznego. Procedura ta przedstawiona zostata w [5] oraz [11] i prowadzi do polaczenia
elektromagnetycznego czynnika postaci nukleonu z naszymi operatorami w granicy nierela-
tywistycznej oraz dodania dodatkowych czlonow (niewystepujacych w (4.0.2)), zwiazanych
z poprawka relatywistyczna.

Najogolniejsza struktura wierzchotka oddziatywania elektromagnetycznego dla swobod-
nego nukleonu wyglada nastepujaco:

m , 5
(0,8 ' (a)]p, s, t) = Uy (P )0 (P v + iF2(q%) 0w eus(p) - (4.2.1)

VEE

gdzie przez 1, oznaczamy izospinor spelniajacy rownanie 73 - 1, =t - 7;, natomiast:

m _ [E+m Os
\/gus(p) = oF ( (E:—pm)(bs ) : (4.2.2)

Przez 0, oznaczamy komutator dwoch macierzy Diraca:

?

Ou = 5 [PY;M 'Yu] = i(Vu’YV - g;w) (4-2'3)

natomiast przekaz pedu definiujemy zgodnie z nasza notacja przez q = p’ — p. Funk-
cje F1(q*) i Fy(¢®) nazywamy czynnikami postaci nukleonu (form factors). Rozwiniecie
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prowadzimy konsekwentnie do rzedu Lf\ Szczegoly obliczenn umieszczono w dodatku F.4.
Wynikiem jest ponizsza zaleznos¢:

2

W, st o) p,s,t) = (Fi— #(%FQ )8y Gy + (4.2.4)
+ 1iq- (o X p)

T Xl

<p,7 S/a t/ |J(Q)|pa S, t) = 355,5’615,15’}7’1 + i55,5’515,15’F11 +
m 2m

nth<F1 + 4mF2)

14
+ XgMy om P+ (1 — %)5 M Xs-

Posiadajac te wiedze przeprowadzamy konstrukcje operatora pradu jadrowego w postaci
sumy pradow pojedynczych nukleonoéw, danych rownaniem (4.2.1):

Ju0)= >3 ", L (08 17,0 Py 5, ) pae (4.2.5)
p st p,s,t

Jak nietrudno odgadnaé, jednocialowy operator gestosci dla jadra w reprezentacji pierw-
szego kwantowania ma postac:

A

Tu(@) =Y {J.(1)6%) (@ — x;)}. (4.2.6)

i=1
Dla drugiego kwantowania dostaniemy wowczas:
Ju(@)= >3, 0,8 | Tu(®) P, s ) e (4.2.7)
p st p,s,t

gdzie element macierzowy wyrazamy poprzez:

(p',. s t'|J. ()| p,s,t) = /d?’yCIDT 75,7t,{Jﬂ(i)6(3)(m — )} Pps - (4.2.8)

W rozdziale 2.1 wykazaliSmy, ze obserwable fizyczne i przekroje czynne daja sie wyrazi¢
przy uzyciu transformat Fouriera elementéw macierzy przejscia:

/ dre—ia® < f z> (4.2.9)

Dlatego tez mozemy podstawi¢: V « —ig. Patrzac na strukture (4.2.4) oraz (4.0.2),
mozemy zidentyfikowaé¢ poszczegolne fragmenty pradu nukleonowego z zapostulowanymi
operatorami gestosci.

ju(w)

p+p p; ;
5 ﬁ, 0 (x —x;)} (Jo(x)) (4.2.10)
2
8_7732 « A -skalar(p/8m?)

iloxq) < Vxp(x)
igqlc xp) < V-oXx {%,6(3)(w —x;)}
itd.
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To daje nam nastepujace definicje operatoréw pradu:
J(x) = Jo(x) + V x fi(x) (4.2.11)
plx) = pn(x) + 'V - 8(x) + Ag(x).

Okazuje sie, ze poprawka nierelatywistyczna daje 2 czlony, ktérych model kwantowome-
chaniczny nie przewiduje, a mianowicie:

A

da) = Zs(j)#a@(m—mj) (4.2.12)
A 1 ﬁ

@) = 3 sli) o) % (200 - )

Przez s(j) oznaczamy:

s(j) = e(j) + N () (4.2.13)

Jest to interesujacy rezultat. Okazuje sie, ze wiodaca poprawka relatywistyczna jest o
rzad m? mniejsza, niz kwantowomechaniczne operatory postulowane w (4.0.2). Dlatego
tez autor [11] je pominat.

Kolejnym miejscem, w ktorym, wedtug [11], dokonaé mozemy korekty, jest zalozenie punk-
towosci nukleonow. Rezultatem empirycznym dla czynnikow postaci w materii jadrowe]
jest:

() o Fa(q?)
fSN(q2) = !

(1+ ¢2/0.71 GeV?)?2

dla niewielkich ¢* wielko$¢ fsn(q?) wchodzi jako czynnik multiplikatywny do wierzcholka
oddziatywania elektromagnetycznego. Wtedy mozemy zdefiniowaé¢ efektywny przekroj
Motta:

ou = ourlfon (7). (4.2.15)

W ten sposob dostajemy przyblizong poprawke na "rozmycie” przestrzenne tadunkow elek-
trycznych i momentéw magnetycznych nukleondéw w materii jadrowej.

Skladajac razem wyniki (4.0.2), (4.2.11), (4.1.7) oraz dyskusje 7z rozdzialéw o analizie mul-
tipolowej, mozemy wreszcie zapisa¢ postac¢ jednoczastkowych operatoréw multipolowych,
rozwinietych do rzedu |—fj:

My (v) = M%(um)%(urg) (4.2.16)

14

. ma ]. 1
iThy(v) = — {M%(I/JJ) . ;V§(1 +73) +

_ ! Fv x M%(mx)} o F(up ) + 57l — W} }

2 | 2 2
v 1 1_1
Tjéw(l/) = E { |:Z_]/V X M%(Vm):| ;VE(]. + 7‘3) +

1

3 %(Vw)"’B(MPJF“”H%TS(MP_M]}'
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o4

Tutaj przyjelismy:

My (ve)(ve) = ji(ve)Yoiu(wa)
J1(ve)Yj] (wa)

S
SE
<
&
|

(4.2.17)
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Rozpraszanie kwazielastyczne przy niskich przekazach energii i pedu jest zagadnie-
niem, w ktérym trzeba wykorzystywaé¢ wiedze z wielu dziedzin fizyki. ZaczeliSmy od
kwantowej teorii pola, potrzebnej do opisu podstawowej obserwabli fizycznej, jaka jest
inkluzywny przekroj czynny na rozpraszanie elektronow (2.1.18) na jadrach atomowych.
Pomimo uzycia jedynie pierwszego rzedu rachunku zaburzen (pominieto FSI, elektrony
opisujemy falg plaska) udalo sie nam pokaza¢ najwazniejsze cechy przekroju inkluzyw-
nego. OpisaliSmy takze w sposob zrozumialty zasady konstrukcji przekroju czynnego na
rozpraszanie leptondéw na obiektach o ztozonej budowie. Ze wzgledu na wygode opisu jader
sferycznie symetrycznych musieliémy skorzystaé z zaawansowanych metod opisu momentu
pedu w mechanice kwantowej, aby uzyskac¢ opis przekroju czynnego w bazie multipolowe;j
(2.3.13).

Zaproponowalismy dwa modele dynamiki jadra atomowego: CTDA oraz CRPA, przy
czym uwage skupilismy na CRPA. Punktem wyjscia do rozwazan byl model kwantowo-
mechaniczny Blocha [2], w ktoérym przestrzen mozliwych rozwiazan obcieto do stanow
zwigzanych nukleonow, tworzacych wzbudzone jadro koncowe, oraz jadra resztkowego z
jednym nukleonem wybitym do kontinuum. Za pelny hamiltonian przyjeto (3.0.3), zawie-
rajacy energie kinetyczng nukleonéw oraz oddzialywanie dwucialowe. Pomimo wzgledne;j
prostoty, model ten pozwala na omoéwienie kilku waznych zagadnieni, takich jak rezonanse
zwigzane z rozpraszaniem do kontinuum, czy tez asymptotyczne zachowanie ukltadu jadro
+ wybity nukleon. W ramach tej kwantowomechanicznej teorii wyprowadziliSmy przy-
blizenie, w ktorym ograniczamy sie do wzbudzen czastka-dziura powstajacych ze stanu
podstawowego hamiltonianu §redniopolowego. Jest to model TDA. Zalozylismy, ze oddzia-
lywanie jednociatowe jest oddzialywaniem Hartreego- Focka, a stan podstawowy uktadu-
proznig Hartreego- Focka. Okazalo sie, ze rozwigzanie pelnego hamiltonianu w tej bazie
prowadzi do rownan Tamma- Dancoffa (3.3.24) i zalezy ono jedynie od liczb kwantowych
czastek i dziur oraz oddzialywania resztkowego miedzy nimi. Wynik ten jest o tyle cie-
kawy, ze nie postuzylisémy sie formalizmem kwantowej teorii wielu cial, a jedynie mechanika
kwantowa. Mozna go poréownaé z formula wyprowadzona w standardowy sposob w |[6].

Formalizm TDA zaktada brak korelacji w stanie podstawowym, gdyz kazdy stan bazy
powstaje ze wzbudzenia pary z pro6zni Hartreego- Focka. Rozwiazania te nie uwzgledniaja
poprawki oddzialywania dwucialowego do jadra resztkowego, o ktorej pisal Bloch (3.1.11).
Zubaza to opis fizyczny wzbudzen jadra atomowego. Jednym ze sposobow na poprawe tej
sytuacji jest rozwazenie stanu podstawowego skladajacego sie z prozni Hartreego- Focka
oraz pewnej domieszki wzbudzen czastka- dziura. W ten spos6b mozemy nie tylko wzbu-
dza¢ nowe pary ze stanu podstawowego, ale tez anihilowa¢ wcze$niej istniejace. Dzieki temu
mozemy uzyskaé¢ bogatsze spektrum stanéow kolektywnych jadra resztkowego, co znacznie
poprawia opis uktadu. To doprowadzito nas do rownan CRPA (3.4.14), ktore wyprowa-
dzilisSmy juz w ramach kwantowej teorii uktadéw wielu cial ([6]). Dzieki nim mozemy
oblicza¢ wspotczynniki funkcji falowej stanu konicowego uktadu w bazie wzbudzen czastka-
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dziura (3.4.7). Docelowo mamy liczy¢ wartosci oczekiwane nieprzywiedlnych operatorow
tensorowych (czyli multipolowych operatoroéw pradu jadrowego). Dlatego tez, postugujac
sie metoda opisana w [6], dokonaliSmy redukcji bazy rownan CRPA, grupujac wszystkie
elementy do pewnych stanéw wlasnych momentu pedu (3.4.25). Dzieki temu pokazalismy,
ze do liczenia obserwabli w uktadzie wielocialowym wystarczy znajomos¢ funkcji jedno-
czastkowych oraz wspolczynnikow X, ; oraz Y ;. W ten oto sposob cala wielocialowa
nature zagadnienia mozemy "ukry¢” we Wspolczynnlkach funkcji falowej bedacej rozwia-
zaniem zagadnienia na wartosci wtasne pelnego hamiltonianu w modelowej, ograniczone;j
przestrzeni. To pozwolilo nam na obliczenie zadanych amplitud, a takze na znalezienie
warto$ci oczekiwanych jednocialowych operatorow multipolowych (3.4.24), co umozliwia
nam obliczenie przekroju czynnego pod warunkiem, ze znajdziemy posta¢ oddzialywa-
nia resztkowego, skonstruujemy wtasciwy stan podstawowy jadra oraz znajdziemy postac
jednociatowych pradow jadrowych.

W rozdziale 3.5 omoéwiliSmy tez sposob definiowania kanaléw rozpraszania, ktore pro-
wadza do powstawania biegunéw w amplitudach funkcji falowych. Podstawienie zapro-
ponowane przez Blocha umozliwilo nam na pozbycie sie czlonéw osobliwych z réwnan.
Ostatecznie otrzymali$my rownania (3.5.8), opisujace amplitudy zwigzane z emisjg nukle-
onu do kontinuum.

Konstrukcja podstawowych operatoréw jednociatowych pradu elektromagnetycznego
zostala omowiona w rozdziale 4 i oparta jest na rozwazaniach z [11]. Punktem wyjscio-
wym byl kwantowomechaniczny opis pradu jadrowego, pochodzacego od ruchu nukleonow
posiadajacych tadunki elektryczne i momenty magnetyczne (4.0.2). Poniewaz operator
pradu jadrowego w zapisie multipolowym dzieli sie na cze$S¢ magnetyczng i elektryczng
(2.3.2),w rozdziale 4.1 zaproponowaliSmy posta¢ hamiltonianu oddzialywania pradu ja-
drowego 7z polem wektorowym, aby rozdzieli¢ sktadniki dajace wktad do Te oraz T Tj\“/lg
(4.1.7). Nasz model pradu jest z zalozenia nierelatywistyczny. Dlatego tez rozwinqliémy
element pradu nukleonowego, zwiazanego z oddziatywaniem elektromagnetycznym, w po-
tegach %. Porownujac strukture elementéw zwiagzanych z czynnikami postaci nukleonu
oraz modelowym pradem otrzymalismy wzor (4.2.11). Okazalo sie, ze wiodaca poprawka
relatywistyczna jest o rzagd M? mniejsza od czlonéw nierelatywistycznych, dlatego tez w
rozwazanym tutaj przedziale energii mozemy ja spokojnie pominaé¢. Ostatecznie rozwine-
lismy operatory pradu w bazie multipolowej (4.2.16).

W taki oto sposob dostaliémy ostatecznie przepis na obliczenie przekroju czynnego na
rozpraszanie elektronéw na lekkich jadrach przy przekazach pedu i energii rzedu kilkudzie-
sieciu MeV. Osobng kwestia pozostaje rozwigzanie rownan CRPA, co wymaga znacznego
wysitku programistycznego i numerycznego. Niektore techniki wykorzystywane przy tych
obliczeniach zostaly zaprezentowane w [5] i [3]. Wymagaja one czasochtonnego przygoto-
wania analitycznego wzor6w oraz uczynienia pewnych zalozen teoretycznych dotyczacych
osobliwosci w amplitudach rozpraszania do kontinuum, na ktére zwrocit uwage Bloch.
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A. JEDNOSTKI I KONWENCJE

A.1 Uklad jednostek

Ze wzgledu na wieksza czytelnosé i skrocenie zapisu wzoréw przyjety uklad jednostek
to uktad z A = ¢ = 1. Aby uzyskaé¢ konkretne wartosci liczbowe wystarczy przywrocié
odpowiednie potegi statej Plancka i predkosci $wiatta we wzorach. W tym uktadzie dtugosé
ma ten sam wymiar, co czas, a masa- odwrotnos¢ dtugosci.

A.2  Przestrzen Minkowskiego

W calej pracy uzyto notacji kowariantnej z metryka (+, —, —, —). Standardowy sposob
zapisu 4-wektoréow to:

T = (.CE(), iB), T, = g;wx'u = <x07 —ZB). (A21)

Gdzie x = x = (v,y,2), o = ct przy czym predkos¢ swiatla w zapisie pomijamy, patrz:
dodatekA.1. Tloczyn skalarny zadany jest przez:

tty, =y = xoyo — TY. (A.2.2)

Wszedzie obowiagzuje standardowa konwencja sumacyjna Einsteina dla indekséw kontra- i
kowariantnych.

A.3 Algebra i spinory Diraca

Czterowymiarowa algebra Diraca ma nieskoriczona ilo$¢ rownowaznych reprezentacji. Tu-
taj przyjeto konwencje z [1]. Tak wiec macierze Diraca definiujemy nastepujaco:

. 0 ag; . ]]. 0 0 __ i i
Macierze v speliaja nastepujace zwiazki antykomutacyjne (to wlasnie definiuje elementy
tej algebry- relacja jest niezalezna od reprezentacji, jedynie czynnik przy metryce zalezy
od wymiarowosci przestrzeni):

{77} = 29" (A.3.2)
Dodatkowa macierz +°, ktora antykomutuje z pozostaltymi: {+°,7*} = 0, zdefiniowana
jest nastepujaco:

7 =i’y (A.3.3)
Stuzy ona do konstrukeji operatoréw rzutowych na stany lewo- i prawoskretne czastek:
(1£7%)
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Kolejne wazne dla obliczen fizycznych wlasnosci tych macierzy to $lady ich iloczynow:

Tr(l) = 4 (A.3.5)
Tr(nieparzysta ilos¢ v) = 0
Tr(v*") = 4¢"
Tr(* 7 V7)) = 4(g"9" = g 9" + 9" g"")
Tr(y’) = 0
Tr(v"4"7%) = 0
Tr(y'y"Py7°) = —4iet??

0123 _ ~1)

gdzie €"?? jest kompletnie antysymetrycznym tensorem, (e . Dla iloczynu 4-

wektora z macierzami Diraca wprowadzono skrocona notacje:
YWk, =k . (A.3.6)

Rozwigzania réwnania Diraca dla czastek swobodnych w postaci fal ptaskich opisane sa
przez bispinory:

1 m i

Uootia (05 8) = COEE Epus(p)e P (A.3.7)
1 m —ip-x
\Ilantyczqstka(p75> - (27'(')3/2 vas<p)e P
Definicja u i v jest nastepujaca:
Bt os
us(p) = o 5 (A.3.8)
2m(Ep+m) 5

vs(p) = \/% 5.

¢s to funkcja wlasna spinu. Spelniaja one nastepujace zwiazki ortogonalnosci:

ul(Pus(p) = vl(p)oe(p) = —Louw (A.3.9)
ﬂs(p)us’(p) = _Es(pﬁ)s’(p):és,s/
Us(p)ug(p) = vi(p)uy(—p) =0

ktore wraz 7 definicja (A.3.8) daja ponizsza regule sumacyjna:

> tas(p)uss(p) = (‘p/ +m)a5 (A.3.10)

2m

s

Y vas(P)Tss(p) = (%2;17%)&@

s
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A.4 Kwantowanie w pudle

Zasadnicze r6znice pomiedzy obliczeniami prowadzonymi w uktadzie kwantowanym w "pu-
dle” o objetosci przestrzennej V i czasowe]j T sa opisane w [12]|. Tutaj omowimy je skrotowo.
Dla funkcji falowych V; czastek w pedowych stanach poczatkowych initial i Ny korico-
wych final relacja jest nastepujaca:

pudtlo (27'(_)3 i
- [0, aon

np. dla funkcji falowej elektronu zadanej wzorem(A.3.7):

TP (p, f‘/ uy(p)e. (A4.2)

Z tej reguly wynika, ze dla elementéw macierzy S w procesie z N; czastek poczatkowych
i Ny koncowych mamy transformacje:

e (27?)3 (Ni+Ny)/2
Sfid1 = [ v Sti. (A.4.3)

Jezeli chodzi o sumowanie po pedach, to w granicy V' — oo przechodzi ono w catke:
Vd3p
. A4.4
; - (271-)3 ( )

Kolejnym waznym zagadnieniem jest definicja funkcji delta Diraca. Chcemy, aby dla
stanow pedowych spelniona byta rownosé:

Opp0s.s' pudto o obj. V

§®)(p — p') granica V — 0o (A.4.5)

(¥, s'lp, s) = {
Latwo sprawdzi¢, ze podstawiajac za stany wlasne |p, s) i |p/, s') funkcje falowe zdefiniowane
wzorem (A.3.7) dla funkcji zdefiniowanej w przestrzeni o V' — oo oraz (A.4.2) dla funkcji
zdefiniowanej w pudle o skoriczonej objetosci otrzymamy ponizsze relacje:

/ PP — V5, (A.4.6)
1%
/d?’xei(p_p/)m = 210 (p —p).

Wrzory te definiuja konwencje unormowania wszystkich transformat Fouriera i umozliwiaja
zdefiniowanie chociazby takiej wielkosci, jak |Sy;|* potrzebnej do obliczenia przekroju czyn-
nego.

Dla stanéw wltasnych momentu pedu konwencja normalizacyjna jest odmienna. Z defi-
nicji sa one unormowane tak, aby:

<JM|<],M,> = 5J,J’6M,M" (A47)

Nie ma wiec czynnikow typu (2‘7;)3 pochodzacych od normalizacji w skoriczonej objetosci.



B. REGULY FEYNMANA W ELEKTRODYNAMICE KWANTOWE]

Ponizszy zestaw regut Feynmana zostat uzyty w obliczaniu przekroju czynnego:

1.

2.

Doda¢ czynnik (-i) na kazdy rzad rachunku zaburzen.

Dla kazdego wierzchotka uwzgledni¢ czynnik (—ieJ"), gdzie J,, opisuje prad czastek
natadowanych (np. —iey" dla elektronow).

Kazdy wchodzacy /wychodzacy z diagramu elektron wnosi czynnik
Gy s (PP [ o Us (D).
Dla propagatora wirtualnego fotonu uwzgledniamy:

_iguu
q2

(B.0.1)

gdzie ¢" to przekaz czteropedu w procesie.

Kazdy wierzcholek to dodatkowy czynnik (27)*6™ (Y, p,) wynikajacy z zasady
zachowania pedu.

Przecalkowa¢ [ d*p po wszystkich liniach wewnetrznych diagramu.



C. MOMENT PEDU

C.1 Podstawowe definicje

Definicje i obliczenia w tym rozdziale zaczerpnieto z [6] i [10]. Operator momentu pedu
zdefiniowany jest przez zwigzek komutacyjny:

e | = i€tim (C.1.1)

przy czym moze byé¢ zwigzany np. ze suma orbitalnego i spinowego momentu pedu:

~
~ ~

J=rxp+é=L+ (C.1.2)

Bez wzgledu na wybrana reprezentacje zwiazek (C.1.1) jest zawsze spelniony. W naszych
rozwazaniach wybieramy dla wygody nastepujacy zupelny zbior komutujacych ze soby
operatorow: J2i Js i definiujemy dla nich funkcje wtasne:

J2IMY = J(J+1)|JM)
J|JM) = M|JM).

aa

Dla tej reprezentacji funkcji wltasnych mozemy zdefiniowa¢ operatory podnoszace i obni-
zajace trzecig skladowa momentu pedu:

o= dotid, Jo—de— i, (C.15)
ktorych wlasnosci jasno wynikaja ze zwigzkow komutacyjnych:
[jz,ji} . [L,j,] —2J.. (C.1.6)
Warunek ortonormalnosci stanéw pomaga znalez¢:

Ju[JMY =[J(J +1) = M(M £ 1)]"?|JM £ 1). (C.1.7)

C.2 Dodawanie dwéch momentow pedu. Wspotezynniki Clebscha- Gordana

Dane mamy 2 komutujgce operatory momentu pedu Ji i J, wraz ze stanami wlasnymi
J2 i J2 danymi odpowiednio |J;M;) i |JoMs). Definiujemy J = J, +J,. Baza nowej
reprezentacji dana jest przez:

[Ty o M) = | JiMy; JoMy) (Jy My; JyMa| Jy J T M) | (C.2.1)

M Mo
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Tutaj |Jy My; JoMs) = |J1 M) ® |JoMs) jest iloczynem tensorowym stanéow z dwoch wyj-
Sciowych reprezentacji. Momenty pedu musza spelnia¢ M = M; + M,. Ta transformacja
jest odwracalna:

| JiMy; JoM) = (Ji My JyMy| Ty Jo J M) [TM) . (C.2.2)
JM

Wspotezynnik (Jy My; JoMs|Jy JoJ M) nazywamy wspolezynnikiem Clebscha- Gordana.
Mozna zalozyé¢, ze jest on rzeczywisty, tj.

<J1M1; JQMQ‘JlJQ; JM> = <J1M1, JzMQ’JlJQJM>* . (023)

Z zupelnosci i ortogonalnosé¢ stanow |Jy My; JoMy) oraz |JyJo; JM) wynikaja ponizsze re-
lacje:

<J1M17J2M2’J1M{,J2Mé> = 5M1,M{5M2,Mé (024)
(LT I M|y Jy ' MYy = 85 58010
SN WL IM)(L M| = Y My oMa)(Jy My Jo M| = 1.
J,M My, Mgy
J1, J2

Te wzory pozwalaja na zapisanie:

> (LT M| My JyMy) (S My oMol JyJo M) = 8506 nar (C.2.5)
My, M2
> (M M|y Ty I M) (T To d MIJ My JaM) = gy g Oas -
J,M
Posta¢ tych wspolczynnikow znajduje si¢ diagonalizujac operatory J, = Ji, + Jo, oraz

J? = J2+ J2+2J,J,. Szczegoly obliczen sg zawarte m.in. w [10]. Wynikiem tej operacji
jest nastepujacy uktad rownan:

(2M1M2 - aj) <J1M1; J2M2|J1J2JM>

+A(J1, M1 + ]_)A(JQ, _M2 + 1) <J1M1 + ]_, J2M2 — ]_|J1<]2JM>
+A<J1, —M1 + 1)A(J2, M2 + 1) <J1M1 - 1, J2M2 + 1|J1J2JM> = 0.

+ (C.2.6)
+

Tutaj A(J,M) = [(J+ M)(Ju + 1)]1/2, ay=JJ+1)—J(J1 +1)— Jo(Jo +1). Ten
uklad na wartosci wlasne a; ma rozwiazanie tylko wtedy, gdy |J1 — Jo| < J < Jy + Jo,
tj. gdy momenty pedu spelniaja regute trojkata. Wspolczynniki CG mozna okresli¢ z
doktadnoscia do ogoélnego wspotczynnika fazowego, tak wiec kwestia wyboru pozostaje
ustalenie konkretnej konwencji fazowej. W tej pracy zaktadamy, ze faza daje wspotczynniki
rzeczywiste. To prowadzi do dodatkowych zwiazkow symetrii:

(JLMy; JoMy|Jy Jo MY = (=127 (g — My Jy — My|JyJod — M) (C.2.7)
(JiMy; JoMy|Jy Ty MY = (=1)27 My Jy My | Ty Jy M) (C.2.8)
<J1M1; J2M2|J1J2JM> = (C29)

2J +1
— -1 Jo+ Mo
(=1) (2J1 +1

/
) <JQ—M2;JM|J2JJ1M1>.
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Ponizsze dwa wspotezynniki sg szczegélnie przydatne podczas obliczen:
(JyMy; Jy — M| J, J100) = (=1 =Mi(27, 4 1)7Y2 (C.2.11)

Kiedy zalezy nam na szybkich obliczeniach ze zmianami symetrii wspotczynnikow CG
bardziej efektywna forma sa symbole 3 — 7 Wignera zdefiniowane w nastepujacy sposob:

(C.2.12)
Jio S J3 ) L J1—Jo—M. -1/2
= (=172 (2J3+ 1 Jy My JoMs|JyJoJs — Ms) .
(i 0 ae ) = (0 )7 (M T Ml oo~ M)
Ich wtasnoéci sa nastepujace:
1.
My + My + Mz = 0. (C.2.13)
2.
J1 Ja J3 o \addetss [ 2 s
(—M1 M, —Mg)_( 1) M, M, M, ) (C.2.14)

3. Dowolna parzysta liczba przestawieri kolumn nie zmienia wspoétczynnika 3 — j.

4. Dowolna nieparzysta liczba przestawien kolumn zmienia wspotczynnik 3—j o czynnik
(_1)J1+J2+J3_

C.3 Dodawanie trzech momentéw pedu. Symbole 6 — j

W obliczeniach zwiazanych ze wzbudzeniami kolektywnymi w jadrach atomowych po-
trzebne bedzie dodanie do siebie trzech komutujacych ze sobg momentéow pedu. Zacznijmy
od dodania J; i Jy tworzac Ji2 a potem dodamy J3:

(C.3.1)
|(J1J2)J12J3JM> = Z |J1M2;J2M2;J3M3><J1M1;J2M2|J1J2J12M12>'

My, My
M3, Mi2

(J1oMyo; J3Ms|Jyo Js M) .
Rownowaznym sposobem jest dodanie do siebie J5 i J3 a potem J; do Jo3:
(C.3.2)
|J1(J2J3)Jos I M) = Z | J1 My; JoMy; Js M3 (Jo Mo JsMs|JoJs Joz Mas) -

M1, Moy
Mgz, Ma3

<J1M1; J23M23U1J23JM> .
Oczywiscie w ten sposob zawsze otrzymujemy ortonormalna baze zupelna, poniewaz z
wlasnosci bazy |J; My; JoMa; JsM3) oraz wspolezynnikow CG wynika, ze:
((J1Jo) Jyo s M'|(Jy J3) Jia Js I M) = 051, 7120.0 JOM M/ (C.3.3)
Z|(Jng)JnggJM)((Jng)J12J3JM| = (C.3.4)

J12
J, M

= > |iMa; JyMy; Js M) (Jy My; Jo Mo; Js M.

My, Mgy
M3
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Dla drugiej bazy otrzymujemy podobne relacje. To oznacza, ze transformacje miedzy
bazami sa unitarne. Teraz mozemy zdefiniowa¢ symbole 6 — j:

(C.3.5)

Jl JQ J12 _ (_1)J1+J2+J3+J <(J J )J p JM|J (J P )J JM> _
Js J Jog [(2J12—}—1)(2J23+1)] 142)J12Y3 1(J2J3)J23

(_1)J1+J2+J3+J
- JLMy; JoMo|Jy JoJio Mys) -
(s D 7, 2, M AR

My, Mas
<J12M12§ J3M3|J12J3JM> <J2M2; J3M3|J2J3J23M23> .
(JyMy; JogMog|Jy Joz J M) .

Elementy macierzowe transformacji nie zaleza od M. Z definicji wynika, ze symbole 6 —j sa
niezmiennicze ze wzgledu na permutacje kolumn i zamiane argumentow gornego z dolnym
w kolumnie. Ostatnia przydatna wlasnos$¢ symboli 6 — j to:

N e VARV CYARR VI o SRS CEY
Jo3,Mag 3 2
: <J1M1; J23M23|J1J23JM> <J2M2J3M3U2J3J23M23> =
= Z <J1M1; J2M2!J1J2J12> <J12M12J3M3!J12J3JM> .

M3

C.4 Nieprzywiedlne operatory tensorowe i twierdzenie Wignera-FEckarta

Nieprzywiedlny operator tensorowy rzedu K T'(K) jest operatorem nalezacym do zbioru
(2K +41) operatorow T(K,Q), Q € {—K --- K} zwiazanych z okreslonym momentem pedu
i spetniajacych nastepujace relacje komutacyjne:

K T(K,Q)| = QT(K,Q) (C.4.1)
(K T(K,Q)| = [K(K+1) - QQ+ 1)) T(K,Q+1).

Zaleznosé od M elementu macierzowego NOT mozna zapisa¢ jawnie za pomoca wspoOl-
czynnika Clebsha-Gordana:

kegry (KQ; JM|KJJ M)

Gra e ITEND. (G4

<J’M’

T(K, Q)‘ JM> — (—1)

gdzie zredukowany element macierzowy (J'|T(K)||J) nie zalezy od Q. To jest trescia
twierdzenia Wignera- Eckarta. Dowod twierdzenia mozna znalezé w [10] i [6].

Dwa NOT rzedow K; i Ky mozna ztozy¢ w operator rzedu k£ na zasadzie identycznej ze
sktadaniem stanéow wlasnych momentu pedu:

T(K,Q) = > T(K,Q)T(Ks, Q2) (KiQu; KoQol KIKoKQ) . (C.4.3)
Q1 70 o
Szczegblnym przypadkiem jest tutaj iloczyn skalarny dwoch NOT:
(2K + 1)"2(~1)'X(0) = T(K) - U(K) = S (D T(K, QUK — Q). (C.A44)

K
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X jest operatorem rzedu zerowego, tak wiec komutuje z J. Wstawiajac tu 1 w zupelne]
bazie stanéw, stosujac twierdzenie Wignera-Eckarta i symbol 6 — 7 mozna pokazaé, ze:

(C.4.5)
<J{J§J’M’

/ J gy . -
_(_1)J1+J2+J5J,J,5M,M,{ w7 }(J{HT(K)HJ1>(J2HU(K)HJ2>.

T()O(K)| JJ2IM) =

Ta metoda pozwala na zapisanie elementoéw macierzowych kazdego z operatorow w postaci:

(Sl J || T(K)||Ji ] J) = (C.4.6)
= (=1 (97 1) (2 + 1)]1/2{ :]]{ :Z ig } (JU|T(K)|Jy)
(JLLJ||U(K) | JJ) = (C.A7)

/ , JoJ T R
- (—1)J1+J2+J +K [(2J +1)(2J—i—1)]1/2{ J2 0 [é }(JQHU(K)HJg).

Tutaj oba operatory dzialaja na odpowiednie czesci funkeji falowe;j.



D. FUNKCJE SPECJALNE

W rozdziale tym zawarte sa jedynie podstawowe wzory i wlasnosci uzytych w pracy funkeji
specjalnych. Szczegdétowe wyprowadzenia i dowody mozna znalezé¢ w szeroko dostepnej
literaturze. Wtasno$ci harmonik sferycznych, wielomianéw Legendre’a i funkcji Bessela
pochodza z [7], natomiast wektorowe harmoniki sferyczne sa dobrze oméwione w skrypcie
online [4].

D.1  Wielomiany Legendre’a i harmoniki sferyczne

Wielomiany Legendre’a P™(x) sa rozwiazaniami rOwnania:
1

d dP(x) m?

— (1 =2 — I(l+1) — P(z) = . 1.

dw[( z%) dx}+[(+) 1_332} (z)=0m,l €Z (D.1.1)

Ich unormowang posta¢ wygodnie jest zapisaC za pomocg tzw. wzoru Rodrigueza:

(=)™ (I —m)! d*+m
240 (I +m)! dalrm
1

/ deP"(@) P (x) = Oyl

1

P () (2 - 1)! (D.1.2)

Rozwiazania te sa zdefiniowane na odcinku [—1, 1], ortogonalne dla réznych m i [ oraz
istnieja jedynie dla m € [—[,1]. To nasuwa prawidlowe skojarzenia z funkcjami wlasnymi
momentu pedu. Jezeli zapiszemy operator orbitalnego momentu L pedu we wspolrzednych
sferycznych:

. 0 0
L, =i (sin ¢% + ctgf cos ¢a—¢) (D.1.3)
ﬁy = 1 (— cos qb% + ctgf sin ¢8%§)
A 0
L, = —i—
za¢
wtedy mozemy znalezé unormowane funkcje wtasne operatorow I?il,w postaci:
(204 1)({ —m)! ,
Yim (0, ¢) = P me, 1.
l ( 7¢) \/ 47T(l +m)' l (0080)6 (D 1 4)
Tworza one baze zupelna i ortogonalna:
2m ™
/ d¢/ sin0dOY;, . (0, 0)Yi(0,0) = b pdm,m/ (D.1.5)
0 0
[e'S) l

SO V(0,8 Yim(0.6) = (¢ —¢)d(0—0).

=0 m=—1
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Ciekawym i uzytecznym w naszych rozwazaniach wzorem jest wzoér sumacyjny dla wielo-
mianu Legendre’a:
!

> Vi (0, 6)Yim(0, 0). (D.1.6)

m=—

4
20+ 1

P(cos ) =

gdzie cosy = cosfcos ' + sinfsin @ cos(¢p — ¢'). Tzn. v jest katem pomiedzy jednostko-
wymi wektorami zwiazanymi z kierunkami (6, ¢) oraz (¢', ¢').

D.2  Spinorowe harmoniki sferyczne

Istnieja funkcje majace wlasnosci jednoczesnie spinoréow i harmonik sferycznych. Nazy-
wamy je spinorowymi harmonikami sferycznymi (SHS). Umozliwiaja one nam analize pol
spinorowych w wydajny sposob. SHS sa funkcjami wtasnymi J,J.ilL, gdzie L oznacza
orbitalny, a J=L+S5- calkowity moment pedu:

L2 ﬁ?s = l(l+1> ﬁ;s

J3y7',r;;s = myﬁs.

Tworza one uktad ortonormalny:

RV (O e —g (D.2.2)

Jilis

Konstrukcja ta jest bardzo ogoélna i umozliwia nam tworzenie wektorowej harmoniki sfe-
rycznej zwigzanej z dowolnym spinem czastek:

Vi = Z (Im; smg|ls IMY Y m () Xs.me - (D.2.3)
Tutaj xsm, oznacza funkcje wlasna operatora spinu zwiazana z warto$cia wlasna m.
Dla multipletu o spinie 1 (np. dla e, bedacych funkcjami wiasnymi S? i S, operatora
spinu postaci! S; = e;x) mozemy je skonstruowaé z wektoréw i zwyczajnych harmonik
sferycznych postugujac sie regutami dodawania momentu pedu:

Y = (ImIAILIM) Yy, (Q)ey. (D.2.4)

m,A

Tak wiec Y} = Vj7.,. Warto zwrocié uwage na fakt, ze te harmoniki maja dokladnie
tyle sktadowych, ile wymiaréw ma reprezentacja uzytego do jej konstrukcji spinora. Np.
YJ% ma 3 sktadowe, stad "pogrubiony” zapis jak dla wektora.

Harmoniki wektorowe maja nastepujaca posta¢ jawna (|4]):

1 ~
ym - [Lym} D.2.5
1 .
Y. il = T |:—]'f' + 17 X L:| Yi,m
H j(2j + 1)
1 )
Yn, o= [+ )7+ i X L] Yign.
NERTER IR

! Prosty rachunek pozwala sprawdzi¢, ze to jest rzeczywiscie operator spinu dla 3-wymiarowych wekto-
row [4].
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D.3 Steryczne funkcje Bessela

Sferyczne funkcje Bessela sa rozwiazaniem réwnania:

I(1+1)

[d2 2£+k2—7] filkr) =0 (D.3.1)

dr? ' rdr

stanowiacego radialng czes¢ rownania Helmholtza (V? + k%)y(x,w) = 0. Funkcje te daja
sie wyrazi¢ poprzez zwykle funkcje Bessela:

gi(z) = (2—7T> v Jii1/2() (D.3.2)

i

m(z) = (%T) - Nig1/2()

om\ /2 :
h () = (?> [Jir12(2) £ iNigajo(2)]

Ich unormowana posta¢ daje sie zapisa¢ rowniez, jako:

jiw) = (~a) ({li) (=) (D.3.3)

n(z) = —(—z) (é%)l (CO;:}:) |

W tej postaci sa ortonormalne:

/OOO drr?5,(r)ju(r) = /000 drr®ng(r)yny (r) = & (D.3.4)

Zlozone z harmonika sferyczna daja pelna funkcje sferyczna f;,,,(r, 6, ¢) i rozwiazanie row-
nania Helmholtza w trzech wymiarach. Tworza wtedy przestrzen zupelna ortonormalnych
rozwigzan.



E. OBLICZENIA POMOCNICZE DOTYCZACE KINEMATYKI
ROZPRASZANIA

Wiekszosé obliczen zaprezentowanych w tym rozdziale bazuje na [11].

E.1 Tensor jadrowy i funkcje struktury

Chcieliby$my znalez¢ najbardziej ogolna postaé tensora jadrowego dla proceséw rozpra-
szania elektronéw na jadrze. Mozemy zalozy¢, ze sktada sie ona z kilku funkcji skalarnych
zaleznych od Lorentzowskich niezmiennikéw p2,p - ¢,¢* pomnozonych przez kombinacje
czterowektorow. Funkcje te nazywamy funkcjami struktury. Najprostszy i naturalny wy-
bor niezmiennikow i czterowektorow jest zwigzany z pedami obiektow bioracych udzial w
procesie, dlatego tez:

Dubv Quv 1
W = Wigw +Ws A’}% +AA’2[% + BM% (Puy + Pvqu) + (E.1.1)
1
+ C— (Puty — D) -
M% 2] H

Mozliwe, ze nie wszystkie funkcje struktury sa niezalezne. Zeby to sprawdzi¢ korzystamy
z zachowania pradu i mnozymy tensor jadrowy przez ¢* i ¢”.

Wit = Wigu W20 g, © L (2,4 (goplg) + (EL2)
8 8 M? PME T MR 8
1 2
+ O—M%(qpu—(q-p)qu)z()
Wug" = Wig +W2p”(p'Q)+Aq ¢ + B (°pv + (¢-p)av) +
e v M3 MET MR Y
1
C— : v 2 v) =0.
+ M%((q P)ay — 4°py)

Wektory p, i g, sa niezalezne, wiec dla czlonéw zawierajacych p, i g, wspolczynniki
powinny sie kasowac niezaleznie.



E. Obliczenia pomocnicze dotyczace kinematyki rozpraszania 74

2 . .
W1+AM2 B]j\/qut(?z;\/[g — 0 (E.1.3)

LA B T A B

ME U ME T M2
2
P4 . pq
Wi+ AL 4+ 21 _ ¢ = 0
B VeI VR V7
2 2
Wil yolo — o

M2 U MR MR

Ten uktad réwnan dowodzi, ze niektére z tych cztondéw nie sa niezalezne:

M2

A = —W=E 4w, (p ,f) (E.1.4)
q* q

B = -2t
q

c = 0.

stad otrzymujemy:
4u4v
Wa — Wi (¢ha-p) (gw_ ;2 )+ (B.1.5)

1 Pq P-q
2
+ Wa(d® q-p) iy (pu——qz qu) (pu——qQ Q|-

E.2  Przekréj czynny- ogélna postaé

Tutaj umieszczono czes$¢ obliczen zwigzanych z przekrojem czynnym ze wzgledu na przej-
rzystos¢ gtownego toku rozumowania. Rozpoczynamy obliczenia ze wzoru:
1 et a3k

— -2 I -
do = (2m) Bk qu4L W o (E.2.1)

Zakladamy, ze w ukladzie laboratoryjunym jadro spoczywa (p* = (M7, 0)). Wtedy \/(;—)2 =
va

BT M Wzoér na przekrdj czynny przyjmie wtedy postac:

et 1 1
B LMW, E.2.2
/ q“4 (271')2 EkEk’ MT g ( )

Przypominamy ogélna posta¢ tensora jadrowego:

q.9v ”2 p-q p-q
W =W — G | + — (pp — — ,— —21q, E.2.3
g 1((1 g“)+M%<p“ q2q”)(p q2q) ( )

oraz leptonowego (2.1.12):

L

w =

1
5 (KR KPR — gk I (E.2.4)
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Podstawiamy to do wzoru na przekrdj czynny:

1 et 1
o = — [ &P— ——— (Wi (®.q-p) k- K+ E.2.5
MT / Q“A‘ (27'(')2 Ek;Ek’ { ! (q 1 p) ( )
1 1
+ sz (qz,q -p) {(k -p) (k-p) — §p2k : k/] } .

Uzywajac relacji ¢, = k, — k:,; i wykonujac pewne przeksztalcenia algebraiczne mozna
znacznie uprosci¢ nasze réwnanie:

0
¢* = FE}+E} —2E.Ep — k> — k™ + 2|k||K| cos © = —4E} Fy sin® 5 (E2.6)
p = (Mr,0), p*= M}
)
¢ = 16(EyEy)’sin® 5 P k; = M7 E;

S)
k- k, = EkEk/ — EkEk/ cos© = 2EkEk/ sin2 5

W naszej notacji ¢ < 0! Podstawmy te zaleznoéci do przekroju czynnego:

4
(&
o = [ d : E.2.7

/ 16My (E,Ey )’ sin* € (27)? (E.27)

© 0
{QEkEk' sin® §W1 + Wy (EkEk/ — E}E sin? 5) } =

/d%’ a {ZWEE 22w 2@}
= 8in® — cos” — o .
16My (EyEp)’sin © (2r)2 |77 2 7 2
Standardowo oznaczamy stala struktury subtelnej, jako:
2
e
= —. E.2.8
o= (E.2.8)
i przekroj Motta:
 aPeos’§ (E.29)
Mot = OM = AE?sin* 2 o
W ten sposob dostajemy wzor na przekrdj czynny w zwartej formie:
d?o oM C)
= Wy + 2W; tan® = | . E.2.10
dQdEy MT( 2 S tan 2) ( )

To wyrazenie jest bardzo ogoélne i prawdziwe dla wszystkich przypadkow, w ktorych ob-
serwuje sie jedynie koncowy ped elektronow. Oznacza to, ze mozna je stosowa¢ nawet do
rozpraszania nieelastycznego. Taki sam wzor otrzymano w [11].

E.3 Dyskusja tensora jadrowego dla rozpraszania kwazielastycznego

Tensor jadrowy dla proceséw inkluzywnych ma postac:

(E.3.1)

W = 3 0(Bx - B0y o (x] [ #ze @

h.s.

<L

(X| / Bre i ], (z) i)' E.
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Ten tensor nadal spelnia zasade zachowania pradu (2.1.15). Argument jest nastepujacy:
wlasnosci transformacyjne tensora leptonowego i reszty pozostatych czynnikéw nie ulegty
zmianie a przekrdj czynny nadal jest lorentzowskim skalarem. Pomimo, ze wewnetrzna
struktura obiektu ulega zmianie to brak pomiaru dodatkowych stopni swobody uktadu
oznacza, ze musi on mie¢ te same wlasnosci transformacyjne, co Wy, dla rozpraszania
elastycznego. W wypadku przekroju kwazielastycznego (stan koricowy skltada sie z jadra i
wybitego nukleonu o okreslonych pedach p;- i p,), tensor ten ma postac:

R 2 3
W = > / d*pd®p,d (B} + E;, — E; — v) Z( ;) - (E.3.2)

spiny _spiny
koricowe jadra

(X / BPre ' ], () |i) (X] / dre™® ], () |i)* E;.

Zgodnie z zalozeniami wykonujemy tutaj usrednienie po spinach stanu koricowego. Stan
| X') zapisa¢ mozna jako:
1 X) = |}, pn) (E.3.3)

i jest on stanem o okreslonym pedzie p,, + p;-. W celu uzyskania bardziej "przyjaznej” do
obliczen postaci tensora jadrowego nalezy dokonaé kilku przeksztalcen. Najpierw przegru-
pujemy sumy po stopniach swobody uktadu jadro+ wybity nukleon:

W, = / dp,, / d’p6 (B + E;, — E; —v) - (E.3.4)

> (@) "X / drei ], (@) |i) -

spiny

> (#F5) ) [y

spiny

Przeprowadzimy teraz analize liczby stopni swobody rézniczkowego przekroju czynnego.
Koticowe stany jadra, nukleonu i rozproszonego elektronu daja 9 stopni swobody zwia-
zanych z kinematyka -+ stopnie spinowe. Cztery stopnie swobody kinematyczne daja sie
wyeliminowa¢ z zasad zachowania energii i pedu (badz tez zachowania energii i regut wy-
boru momentu pedu- te baze bedziemy gléwnie rozwazaé¢ w naszych obliczeniach). Za
pozostale 5 najwygodniej wybra¢ przekaz energii v (1 stopien swobody), kat rozproszenia
elektronu € (2 stopnie swobody) i kat rozproszenia nukleonu €2, (ostatnie 2 stopnie). Catke
po energii nukleonu mozna wykonaé¢ uzywajac delty Diraca zwiazane] z zasada zachowania
energii. Tensor jadrowy przyjmuje wowczas postac:

W= B Y [ 349, g (@) 0" (.35
i f

Sumy w tym wzorze oznaczaja, ze usredniamy po stanach poczatkowych jadra (w bazie
<~ 1

momentu pedu » . = THZM) i sumujemy po konicowych uktadu jadro + nukleon

(Zf = ijva). Prad jadrowy zapisano, jako:

Ju(@) = (] / B, () |i). (E.3.6)
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Patrzac sie kolejny raz na stopnie swobody w réwnaniu (E.3.5) widzimy, ze wszystko
sie sumuje do szesciu z ogolnej liczby dziewieciu stopnil: prawa strona zawiera calke
po 2, 4 odpadaja z zasad zachowania. Elementy macierzowe liczone sa teraz pomiedzy
stanem poczatkowym |i) a kolektywnym stanem koricowym jadro+ nukleon |f). Moze on
posiada¢ okreslony ped sumaryczny p? lub tez (bardziej uzyteczne przy opisie wzbudzen
kolektywnych, ktore sa gtownym celem tej pracy) z nukleonu o pedzie py i i spinie s
oraz jadra resztkowego o momencie pedu opisanym liczbami kwantowymi J,., M,. Calos¢
daje sie ztozy¢ w funkcje wlasng momentu pedu o liczbach kwantowych J, M. Wtedy
oprocz catki po kacie brytowym wystepuje suma po dozwolonych stanach momentu pedu.
Na mocy dyskusji normalizacji w dodatku A.4 baza stanéw momentu pedu nie generuje
czynnikow % podczas obliczen. Wykonujac czesé catek i absorbujac wiele czynnikéw z
rownania (E.3.4) do elementow J,(q) otrzymaliSmy o wiele bardziej zwarta i czytelna
postaé¢ tensora jadrowego. Przez R oznaczamy odrzut jadra, obliczony dla przykladu w
rozpraszaniu elastycznym do stanéw wzbudzonych w dodatku E.4. Jego postac to:
Rl 2F), sin? (%)] '

1+ (E.3.7)

Mr

E.4 Rozpraszanie do stanéw wzbudzonych- wspotczynnik odrzutu

Najprostszy przypadek takiego rozpraszania to proces elastyczny, w ktorym jadro po od-
dzialywaniu przechodzi w stan wzbudzony. Sytuacja ta charakteryzuje sie zmiang masy
spoczynkowej jadra: My — M} > My (w ukladzie spoczynkowym jadra).

¢ =(k-K)"=(v.q (E.4.1)

Ey =/ M}? +p”? = My +v. (E.4.2)

Uzyjemy tej samej metody, co przy obliczeniu przekroju czynnego, tylko tym razem mu-
simy uwzgledni¢ zmiane masy. Technika ta zostata przedstawiona w [11]. Calka po Ej
moze zosta¢ obliczona za pomoca energetycznej delty Diraca.

/dEk15 (Ep/ - MT - l/) = /dEk/(S (Wf - VVZ) = (E43)

8Ek/ . E)Ek/

_ /dwfa(wf — W) W, = oW,

Wi = > Ej=Mp+v
Wy = ZEf = Ep + Ey.
Do ukoiiczenia obliczen potrzebny jest nam Jakobian.

1/2
W; = \/p?+ M>+ By = [(kz — K’ + Mzﬂ + B = (E.4.4)

— [E2 4+ E}, — 2BEp cos© + M;?]* + By

1 W tensorze jadrowym nie ma stopni zwiazanych z elektronem- rozniczkujemy calo§é po energii i kacie
brytowym rozproszonego elektronu.
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Rozniczkowanie po Ej da sie wykonaé¢ z wykorzystaniem zasady zachowania energii:

oWy _ E, — Ej cost L1 Ey + E, — Ej cos © _ (B.4.5)
aEkl Ep/ Ep/
Mrp + Ey (1 — cosO) _ My N 2E), sin? (%)
E, Ey My ’

Wielko$¢ w nawiasie jest odwrotnoscia czynnika odrzutu (w przypadku, gdy masa jadra
jest duzo wieksza od przekazu energii, czynnik ten mozna zaniedbac):

2F), sin? (9)
R'=|1+———>22|. E.4.6
o (E46)
Nasz Jakobian przyjmuje postac:
6Ek/ Ep/
— =T E.4.7
oW, Mrp (E47)
Mozemy tez zmieni¢ definicje jadrowych elementéw macierzowych:
M2
Wi (¢*,q p) = wi(q2)E—T (po — Ph + @) - (E.4.8)
p/

Zalezg one jedynie od ¢* a przekrdj czynny przyjmuje postaé:

do @
mwzbudzenia - O-MOtt (w2 _'_ 2w1 tanz (5)) R (E49)

Tutaj nasuwa si¢ pytanie, czy w,, jest nadal tensorem. Czynnik Ag—fé (po — Py — qo) jest
p
Lorentzowskim skalarem (stany in i out sa zawsze na powloce masy) tak wiec w,, jest
dobrym tensorem. Przy tych zalozeniach jawna postac¢ tensora jadrowego jest nastepujaca:
2 ~ EPEJ/ 6 ¢3 ’ o7 7 .
wa (%) = DD = @208 (p—p = @) il L (1) (1 1, () ]8) . (E4.10)
i f T

Caty efekt zmiany masy zostal zaabsorbowany w prosty sposéb do tensora jadrowego. W
celu otrzymania przekroju catkowitego nalezy wysumowaé¢ wktady od wszystkich dozwo-
lonych wzbudzen jadra. Trudnosci moga pojawi¢ sie w momencie, kiedy potrzebujemy
konkretnego modelu jadra. Masy stanéw wzbudzonych sa wyznaczone do$wiadczalnie, ale
funkcje falowe i rzeczywiste poziomy energetyczne sa trudne do odtworzenia. W przy-
padku rozpraszania inkluzywnego mozna postapi¢ w podobny sposoéb. Jezeli interesujemy
sie sytuacja, w ktorej nie obserwujemy stanu koncowego wybitego do kontinuum nukleonu
mozna z ogblnych zasad zachowania uzyskaé¢ analogiczny wzor:

do , (O
AU iy > (W2+2W1tan (§>>R+ (B.4.11)

wzbudzenia

+ oum Z <W2 + 2, tan? (%)) R.

kontinuum

Tutaj mamy wiecej stopni swobody, tak wiec zasady zachowania pozwalaja obliczy¢ jedynie
dgzizy (wiecej szczegotow w dodatku E.3 i w rozdziale 2.2 ). Tensor jadrowy dla stanow
w kontinuum zawiera dodatkowe catkowanie po kacie brylowym uciekajacego nukleonu.
Problem stanowi obliczenie (f| J, |i) i w tym celu musimy zapostulowa¢ konkretny model

jadra.
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E.5 Rozwiniecie operatorow J. w bazie NOT.

Ta analiza doprowadzi nas do redukcji operatora przejscia do zbioru NOT. Zostala przed-
stawiona ze szczegdtami w [11]. Rozwazania sa do$¢ skomplikowane ze wzgledow tech-
nicznych. Jak juz wspomnieliSmy wczesniej, potrzebna nam jest transformacja z bazy fal
plaskich do bazy funkcji sferycznych. ogdlny wzor na rozwiniecie €9 w tej bazie wyglada
nastepujaco:

_Z A (20 + 1)j1(qr)Yio () - (E.5.1)

Koniecznym staje sie Wprowadzeme kilku funkcji specjalnych: sferycznych funkcji Bessela
Ji(kr) i harmonik sferycznych (omoéwionych w dodatku D). W calce fourierowskiej opisuja-
cej operator pradu wystepuja komblnaCJe dwoch obiektow: eksponenty e'9” oraz wektora
polaryzacji wirtualnego fotonu ey. Zeby zwina¢ rozwiniecie €9 z ey w funkcje wiasna
momentu pedu trzeba uzy¢ definicji spinorowych harmonik sferycznych opisanych w do-
datku D.2 a konkretnie wektorowych harmonik sferycznych opisanych rownaniem (D.2.4).
Uzywajac odwracalnosci transformacji opisanej tym réwnaniem otrzymujemy:

Yim(Qw)ey = (ImIAILIM) Y]], (E.5.2)
J,M

Co umozliwia rozpisanie funkcji podcatkowej w postaci:

egre'T* ZZ Az (21 + 1) (qr) (ImINILTM) Y. (E.5.3)

Ta suma wydaje sie by¢ skomplikowana, ale reguty wyboru momentu pedu pozostawiaja
jedynie elementy z J =11 .J = [+ 1. Stad tez podstawiajac jawna posta¢ wspotczynnikow
Clebsha- Gordana otrzymujemy:

e ® = > il\/2m(25 + 1) {=Njs(q) Y Q)+ (E.5.4)
J>1

J+1 J .
27+ 1]J—1(qx)YJ/,\J—1<Q) R T 1JJ+1(C]95)YJ/,\J+1(Q)] } .

Do dalszych obliczenn potrzebne beda pewne wzory matematyczne. Pierwszy z nich defi-
niuje rotacje z iloczynu WHS z funkcja zalezna od r:

1V x (Y]T;L (r)) y

J o df
—g= 4+ =Y ..
2741 [ jr + dr} i+t

Drugi z nich okresla operatory podnoszace i opuszczajace indeks sferycznych funkcji Bes-
sela (odpowiednik operatorow “drabinkowych” kwantowego oscylatora harmonicznego):

(5= 2) i) = =il (B.5.0)

r

(%* J“)m) )

[(j + 1)% + df] Y+ (E.5.5)

r
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Zastosowanie tych wzorow przeksztalci (E.5.4) w nastepujacy sposob:

e e = > il \/2m(25 + 1) {=Njs(qn) Y )+ (E.5.7)

J>1
-V ) V()]

Te rownania zmieniaja sie w trywialny sposob wraz ze zmiang polaryzacji fotonu, poniewaz:

YJ),\J;l = _(_1))\YJTJ);1(Q>’ (E.5.8)

Dzieki tym matematycznym przeksztalceniom otrzymujemy rozwiniecie operatorow pradu
jadrowego w bazie NOT:

/ egne I (v)d* s =) (—i)’\/2m(2] + 1) [—Tj}_/\(q) + ATZ‘fi(q)] : (E.5.9)
J>1
Operatory elektryczne i magnetyczne zdefiniowane sa w sposob nastepujacy:

T(q) = 3 / (V% jo(q2) Y} (Q)] F(2)da (1.5.10)

70 = [ a0 Y@ @)
E.6 Rozwiniecie multipolowe elementéw macierzowych operatora gestosci
p(x)
Dla operatora Jy stosujemy nastepujace rozwiniecie:

(E.6.1)

2

G / B p(z) | f)

»s

([ & 320V ARRT+ Dids (k)Y @)p(a) |

2

22>

Zeby zapisa¢ to rownanie w dobrej multipolowej formie nalezy uzyé¢ pewnych wlasnosci
harmonik sferycznych i wielomianéw Legendre’a:

2J+1)(J — M)! ,
YJM(@,(I)) = \/< 47T(J)§}- M)' ) PJM(COS @)62M¢ (E62)
47 4
Prfeosa) = 3= > Yiu(®,0)¥ou(0,0); a = Z(eas eo.s)
M=—-J

Yu(0,0) = 1.
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To pozwala nam obliczy¢ poszukiwane rozwiniecie multipolowe:
(E.6.3)
2
@l [ deeia) 11
_ . 3 ~ . J . 7
=SS (Gl [ Paate) S0 @7 + Dislar) gy Y@ 1)
% f JM
2
_ZZ (i) 4 (Mg J | TSyp | Ji M)
2
= S S S R - MM (T )
S 14z A A VAT T A
2
47 (—1)7i=
= —(J 911 J;
Tutaj zdefiniowano M;:

E.7 Catka po kacie emisji nukleonu. Moment pedu a obroty przestrzenne

Z A
L Py
B ’ ,',:| /|
A ‘/’/ :
p, \,/ :
~ . !
~ ~ - ,y'"/\ |
..... : >
\\ Y ...... y
q .._.:‘...~
X \é
b,

Fig. E.1: Obrét osi emisji nukleonu wzgledem uktadu laboratoryjnego.
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Chcemy wykonaé¢ konicowa catke po kacie brylowym emisji nukleonu w celu uzyskania
koricowej formy funkcji postaci.

(E.7.1)

2

Z (=) V2T + 1 (JMe(Q)| Toar(q) | TiMi(Q2,))| =

g 2%

M; M;

= 7

To zagadnienie wymaga rozpatrzenia ogoélnej wlasnosci rotacji stanow wtasnych opera-
tora momentu pedu, co zostalo zaprezentowane w jednym z rozdzialow [11]. Zalozmy, ze
uktadem odniesienia bedzie uktad laboratoryjny, a obraca¢ bedziemy katami emisji nukle-
onu. Najpierw musimy znalez¢ operator taczacy stany wlasne operatoré6w momentu pedu
w dwoch uktadach obroconych wzgledem siebie o kat 5. Analizujac wtasno$ci komutacji
operatorow momentu pedu mozna wykazac, ze obrot ten realizowany jest przez operator
R_ﬁ = ¢~y Dowod mozna przeprowadzi¢ robiac obrot osi i patrzac sie, co sie stanie np.
z J.. Osie nowego ukladu sa potaczone ze starym poprzez réwnanie:

e, = e,cosf+e,sinf (E.7.2)
ezl.f = J;cosﬁ—ijsinﬁ.

Uzywajac regul komutacyjnych operatoré6w momentu pedu mozna pokazac, ze

PN s ~ ~ ~ —q 2 N A A
e Pl e =+ (—=iB)[Jy, ] + ( ;ﬁ ) [Ty, [Jys L))+ (E.7.3)
[jia jj] = iﬁz‘jkjk
skad w prosty sposob wynika relacja:
e 32 . 3
e Il =], (1 - —+- > + Jy (ﬁ kT ) = (E.7.4)
= jzcosﬁ+ stinﬁ =
= ezfj.
Stad tez wynika nastepujaca identycznosé:
(e d)e By = J e8Iy = c=1BJy j (E.7.5)

Dzialajac tym operatorem na stan wlasny momentu pedu |JM) otrzymujemy:
(ex ) [~ | M) = Me~ v | TM)]. (E.7.6)

ZnalezliSmy wiec sposob na obracanie stanéw wtasnych i operatoréw multipolowych wzgle-
dem wybranej osi uktadu wspotrzednych.

Jak obroci¢ teraz stan |J; M) skwantowany wzdluz osi uktadu emisji nukleonu do stanu
|Jr M (€2,)) skwantowanego w uktadzie laboratoryjnym. Trzeba wykonaé 3 obroty Eulera:

1. —a  wokot ey, (E.7.7)
2. =B wokél ey,

3. —v wokél ey,
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gdzie ep, wyznacza o y uktadu emisji nukleonu. Operatorem, ktory spelni to zadanie
jest:

R+a,+,@,+7 = exp {mjg,} exp {zﬁjg} exp {iozjg} ) (E.7.8)
Osie {2,3} sa teraz ustalonymi w laboratorium osiami {ep,, ep, }. Tak wiec:

A J
[T Mp(,)) = By po | TiM) = Difag, [ M) - (E.7.9)

My,

WprowadziliSmy macierze rotacji D]‘{}k u;» Ktore charakteryzuja zachowanie stanow wia-
snych momentu pedu pod wplywem obrotéow. Mozliwo$¢ takiego podstawienia wynika
bezposrednio z wlasnosci nieprzywiedlnych operatorow tensorowych (dodatek C.4). Naj-
pierw przygladamy sie relacjom komutacyjnym NOT z operatorami momentu pedu:

i Toan(@)] = 30 (M i M) Tyan(a). (E.710)

M/

Analogiem tego rownania jest transformacja ciagla:

R Trn(@) R, = ZDJ{4M/(@57)TJ,M'(Q)7 (E.7.11)
M/
gdzie:
DYy (afy) = (JM'| exp {z’ng} exp {zﬁjg} exp {iajg} |JM) . (E.7.12)

Taki sam tok rozumowania jest prawdziwy dla rotacji stanéw wlasnych. Istnieje jeszcze
zespolona faza zwigzana z dowolnym katem obrotu osi ey, i ep, wokot e, , ale podczas
obliczania kwadratu moduléw elementoéw macierzowych i tak by znikla. Dlatego tez mo-
zemy ja pominac.

Elementy macierzowe operatoréw multipolowych przej$¢ promienistych zwigzanych z
transmisja fotonu o polaryzacji A transformuja sie w nastepujacy sposob:

(M ()| T (@) | J:Mi(2)) = (T M| B Ty (@) By o | M) (E.7.13)
Z wtasno$ci operatoréow rotacji mozemy otrzymac rownosc:
Rbo=R_a s (E.7.14)

Wykorzystanie wtasnosci NOT daje nam wynik:

éfoﬁfﬂ:*ﬂ/T‘L*)‘( —Q, ﬁ, Z DMI - _a7 _67 _’-)/)T‘I’Ml (q)' (E'7'15)

Ostatecznie reguta transformacyjna elementéw macierzowych dla wyglada nastepujaco:

<']fo<Qn>| TJﬁ)\(Q) |JzMz(Qn)> = (E.7.16)
= S Dh (=B, ) (JpMy| Trar(a) | J:M;)
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Chcemy teraz zastapi¢ katy Eulera katami emisji nukleonu w uktadzie laboratoryjnym.
Okazuje sie, iz:

a = ¢, (E.7.17)
6 = by
v7= _gbn-

Znajac argument macierzy obrotu mozemy wykona¢ w koricu catke (E.7.1):

(E.7.18)

2

Z(—i)JV 27 + 1(JpMp(Q)| Toar(q) [ J:Mi(Q))| =
:/ 2J+1Z ZZQ‘Hl

M;,My Mi,M>

1
/dQ”2JZ~+1ZZ

M; M;

Dilt, A(=ny =0, &0) (Jr M| Tyar, () | J: M)
'D}\IJQ,—/\(_(bm —0p, (bn)* <Jfo’ TJ7M2 (q) ’JzMZ>* .

Reguly ortogonalnosci macierzy obrotu w naszej konwencji sa nastepujace:

47
2J +1

™ 2T
/ sm@d@/ dquM /\( ¢ —@,¢)*Dh]/}/7_A(—¢,—@,¢): 6JJ/5MM/. (E719)
0 0

Mozemy to wstawi¢ do naszej calki i zastosowaé twierdzenie Wignera-Eckarta:

/dQn(...) - +1Z S M) Toaela) [TM(2)) g (B.7.20)

J,M M; My
4 1 . 2
= —— JMJ; — M| J J; M T M =
ST 0 2 2 Gy D) | M = Ml M) AT @)
M; M; JM
= (JlIT(a)

J

Ostatnia rowno$¢ wynika z » ;. ZMf \(JyMyJ; — M| Jp JiJM)|? = 1. Okazuje sie, ze
catkowanie po kacie emisji nukleonu daje stala multiplikatywna 47. Taki wynik otrzymali
[5] i [11].



F. OBLICZENIA POMOCNICZE DOTYCZACE CRPA

Dodatki F.1- F.3 bazuja na [6]. Uzupelnitlem posrednie kroki obliczeniowe, odtwarzajac
podane w tej ksigzce wyniki.
Dodatek F.4 bazuje na pracy [3], gdzie zaprezentowano identyczne rachunki.

F.1 Przeksztatcenie hamiltonianu do bazy operatoréow czastek i dziur

Hamiltonian dwucialowy, uzywany m.in. w CRPA, ma posta¢:

H= ZCL <0z‘T‘ﬁ> Cg—l—% Z ch}; (aB |V|~9) cscy (F.1.1)
o, é

a,B,7,

gdzie operatory kreacji i anihilacji spetniaja zwiazek antykomutacyjny:

{CL, Cg} = (50[75 = 6’”@777/ﬁ6la7l65ja7jﬁ5ma7mﬁ@(_€a) + (F.1.2)
+ (5(6,1 — Gﬁ)éla,la5ja,jg5ma,mg@(€a)‘

Zakladamy, ze uklad daje sie opisa¢ liczbami kwantowymi |a) = |nlsjm;), a jego stan
podstawowy jest obsadzony do pewnego poziomu energetycznego F'. Wtedy mozemy zde-
finiowa¢ operatory czastek i dziur za pomoca relacji:

= c,a>F (F.1.3)

al
I = S 4c0, a<F

bO{

Czynnik fazowy .
So = (—1)a7me (F.1.4)

sprawia, ze operator b), jest operatorem kreacji dziury o okreslonym momencie pedu
|Jama). Transformacja ta jest kanoniczna, co mozna sprawdzi¢ na podstawie niezmienni-
czo$ci regul antykomutacyjnych:

{al,aa/} = {bL,ba/} = ba.0/ (F.1.5)
504,0/ = 5na,na/ 6[04,[(1’]@(_6&) + 56(176&/5[(1],[0/}@(6&)-

Pozostale antykomutatory sa zerowe. Oczywiscie dla czastek musimy rozrézniac¢ sytuacje,
czy operator dotyczy kontinuum, czy tez stanu zwigzanego i uzy¢ relacji typu (3.2.6).

Konieczno$¢ wprowadzenia czynnika fazowego (F.1.4) dla operatoréw dziurowych mozna
sprawdzi¢ wykazujac, ze bl jest sktadowa m, nieprzywiedlniego operatora tensorowego
rzedu j,. Moment pedu powinien tworzy¢ w bazie {n, [, j} macierz diagonalna i nie zaleze¢
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od nil. Operator momentu pedu postulujemy w postaci:

~

J = (g8 = (F.1.6)
a,B

= > GmTm) (DT b bl +

n,l,jmm/<F

+ Y Gmldim) al G +

F<nljmm/<0

+ / de Z (jm\J]jm’>aijadjm/:
0

l,j,m,m’

= D mlILm) (FU)™ Gt — By batom) +

n,l,j,m,m'<F

+ Z (gm |J| jm) ajlljmanljm/ +

F<nlymm/<0

+ / de S Gmld| ) ol
0

l7j7m7m/

Czlon zawierajacy 6, s odpadnie, poniewaz Zj m = 0. 7 twierdzenia Wignera-

==
Eckarta dostajemy relacje dla elementéw macierzowych Ji ,

(m | Tagl jom') = (—1)" "0 (G = m | Jy g 4, —m'). (F.L7)

Nastepnie mozemy zamieni¢ zmienne sumowania z m, m’ na —m, —m’ w celu otrzymania
ostatecznego wzoru na moment pedu postaci:

J o= > b GmlJ]im) b + (F.1.8)

n,l,j,mm’'<F

+ Y al Gm ] ) G +

F<nljmm/<0
- i
. . /
o[ e 3T aly Gml I
O l’j’m’m,

Dowod na to, ze b, jest operatorem tensorowym przeprowadzamy obliczajac komutator 7
momentem pedu:

8| = D2 B1T17) 6l = D G [T] e} B - (F.1.9)

By ml,

To konczy dowod.
Teraz chcieliby$Smy przepisa¢ hamiltonian (F.1.1) za pomoca iloczynéw normalnych ope-
ratorow czastek i dziur. Stan prézni naszej teorii definiujemy, jako:

o |0) = b, 10) =0 (F.1.10)
wtedy naturalna definicja kontrakcji CLCB i iloczynu normalnego : cfcs : operatorow fer-
mionowych jest: ~

cles = (0]ches|0) = O(F — a)éa, B (F.1.11)
g

cleg: = cleg—cles.
~—~
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Stosujac twierdzenie Wicka oraz korzystajac z symetrii (a3 |V|~d) = (B |V | ), przepi-

sujemy iloczyny operatoréw z hamiltonianu, jako:

clesg = O(F —a)dapt:cleg:

(F.1.12)

clelesey = (007088 — Gasdpy)O(F — a)O(F — B) +

+ 20,,0(F — ) : cles : —28050

«

Przetransformowany hamiltonian przyjmie wtedy postac:

~

Q,

H = Z <a ‘T‘ ﬁ> (5a,5@(F —a)+: CLCﬁ :) +

(F—a): cgc7 D c:;c;c(gc7 -

(F.1.13)

b2 S (@BIVI90) {(Burdos — Guslisy)O(F — )O(F — ) +

a,B,7,6

+  20,,0(F —a): c/gc(; 1 —2000(F — ) : ¢

T
B

Cy:t: c&chacV :} =

-y <a ’T’ a> 41 > ((aB|V]ag) — (aB[V]ap)) +

2

a<F a<F

8,6 a<F

1
+ 3 Z (afB|V|~0) : c:&c;c(gq D
afvyd

Y (Wﬂ 5) — 3" (aB|V] as) - <aﬂIV\5a>)> e+

W tym momencie dobrze jest wybra¢ definicje bazy funkcji 1-czastkowych, ktore beda
uzyte w dalszych obliczeniach. Korzystnym rozwigzaniem jest zadanie, by 1- czastkowa
czes¢ hamiltonianu stata sie diagonalna. Wtedy spelnione musi by¢ réwnanie:

<5 ’T’ 5> +3" ((aB|V]ad) — (aB|V]6a)) = esds5 (F.1.14)

a<F

ktore jest rownaniem na warto$ci wtasne energii czastek nieoddzialujacych w usrednionym
potencjale. Innymi stowy, sa to rownania Hartreego- Focka zadajace wyjsciowa baze funkcji

1-czastkowych i mozna je zapisa¢ w postaci:

Tqbg(lj) + Z /d3l’1 [¢L($1)V(I‘1,I2)¢Q<I1)¢§(l’2)+ (F115)

a<F

- ¢L($1)V(731,$2)¢5(331)¢a(332)] = e50s5(12).

Caly hamiltonian daje sie wtedy zapisa¢ w eleganckiej postaci:

H = Hy+ H,+ H,
1
Hy = Z(Ta+§Va)

a<F

(a

T

33
I

B<F

]_:[1 = Z eaalaa — Z eabiab,a

a>F a<F

afyd

1
Hy, = 5 Z (af |V]~0) : cléc;c(;c7 s

(F.1.16)

o), Va= Y (@B |V]af) — (aB|V] fa))
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Wartosci wlasne energii w tych wzorach to:
€a = To + Va. (F.1.17)

Nalezy pamieta¢, ze sumowanie po stanach wzbudzonych zawiera sume zaréwno po ener-
giach dyskretnych jak i po kontinuum. Ten wynik jest ogdlny, gdyz stosuje sie do kaz-
dego ukladu jednoczastkowych liczb kwantowych |a). Przy symetrii sferycznej rdzenia
zyskujemy dodatkowe uproszczenie, gdyz wtedy energie jednoczastkowe nie zaleza od m
(To =Ty, Vo = Vo).

Dodatkowa kwestia jest uogodlnienie powyzszego podejscia do uktadéw jadrowych, gdzie
mamy dwa rodzaje nukleonéw: neutrony i protony. Najprostszym uogoédlnieniem jest roz-
szerzenie uktadu jednoczastkowych liczb kwantowych o izospin, np.

1 1 1
nléjmj; —mt> ;omy = £— (F.1.18)

o) = 5 5

przy czym czynnik symetrii dla operatoréw dziurowych réwniez ulega zmianie:
Sy = (—1)ma(—1)2 e, (F.1.19)

Rownania od (F.1.14) do (F.1.17) nadal pozostaja w mocy i nadaja sie do opisu jader o
skoniczonych rozmiarach.

~ ~

F.2 Komutator [H, Clﬂ}

Zacznijmy od prostszego cztonu:

Zen <aj7an —yb )C ] (€a _Gfﬁ)élﬁ (F.2.1)

n<F

|:ﬁ1; é(];ﬁ} =

(komutator z Hy daje 0). Trudniej jest oszacowac czlon zawierajacy H,. Zawsze mozemy
jednak odnalez¢ czes¢ dajaca niezerowy wktad do rownan (3.4.10):

[ cécuc,, ,( } = [S(;S“ : alb,gbiua,, :+S55, aTyb,gaubT_V D+ (F.2.2)
+ S,8,: b_vaf;biuay D +S,8, b_va}a,ﬁbil, .+
+ S,YS(; : b,wb,ga#a,, 5 él,@] =

vy v
S, S,albl b a, — S, S,albl b a, +
S,YS(;b,Vb,(;CL“CLV, élﬁi| .

| = S5Sualbl b sa, + $5S,albl, b sa, +

—~

Musimy obliczy¢ wktady od poszczegolnych cztonow. Pierwszy typ zawierajacy po 2 ope-
ratory kreacji i anihilacji jest w miare prosty. Wystarczy obliczy¢ korzystajac z (3.4.5):

[b* a,.a pbq 60O (F.2.3)
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Natomiast czton z czterema operatorami anihilacji wyglada nastepujaco:
[b,vb,gaua,,, Cl,@] = 0a.008,-6Cu—y T S8, 400,08, Cu-5 = 0o 08, -sCr—-  (F.2.4)
Teraz mozemy podstawic te relacje do komutatora *. Otrzymujemy nastepujace wyrazenie:

(F.2.5)
2, Gs] = —ng (v = BIVIva) iy + 3 Zsﬁs (B8 [V am) I, +

— —ng (v = BVIau) ¢ u——ZSﬁ —66 |V|va) o, +
+ 525/355 55|V|Q‘M CM s+ = Zsﬁ 7 6|V‘VO{>CV 'y
op
1
— 5%:5&95 —35|V|va) 5——25[3 (v — 5“/‘0@@@

To réwnanie upraszcza sie, jezeli skorzystamy z symetrii elementéw macierzowych poten-
cjahu:

(aB|V]vo) = (BalV]dv) (F.2.6)
(aB[V]y0) = 5a535,55(=y = 0|V|—a—().

Zamieniajac odpowiednie czynniki dostajemy:
[, o] = 3568 [ BIVI = va) — u— BIVIa — ) &l + (F27)
v

+ (=B =vIVIap) = (=B =v|V|na)) Gu) .

Dla prostoty wzoréw mozemy tez wprowadzié¢ jakie§ oznaczenia dla czlonoéw zaleznych od
potencjatu:

S_5S- (1= BIV] = va) — (u— BIV]a —v)) (F.2.8)
Uasg = S_pS- (—B—v|V]ap) — (—f - v[V]ua)).

VaBiur =

Korzystajac z tozsamosci |:[:I2, éag] [HQ, Ca,@:| dostajemy zwiazki:
[-H% é;rfﬁ:| = Z (Uaﬁ;uuély + uaﬁ;uuéﬂy) (F29)
v
|:H27 Caﬂi| = - Z <UZ,3;MVCMU + u:;ﬂ;uugll/) :
%

! Rozdzial sumacji po stanach dyskretnych zostal celowo pominiety na tym etapie. Przygladajac sie
postaci komutatora (F.1.5), (3.4.5) wida¢, ze tak mozna zrobié.
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F.3 Redukcja bazy rownan CRPA

W rozdziale 3.4.1 zdefiniowaliSmy podstawowe pojecia stuzace do zamiany bazy roéwnan
CRPA na multipolowa. Baze rownan (3.4.14) redukujemy wykonujac sumowanie, jak we
wzorze (3.4.22):

(F.3.1)
(604 — €3 — w) ng,g + Z (Uaﬁ;pl/X;)y + uaﬁ;uuy,fy) = 0 | Z <jama;jbmb|jaijM>
8% Mq,Mmyp
(€Ot —€-3 + (.U) }/(;)B + Z (xﬁ ,UJ/Y;,I,I/ + uaﬁ NVX:}V) =0 | Z SJ <jama;jbmb|jajb<] - M> .
12214 Mg ,Mp

Dla ukladéw o symetrii sferycznej mamy €, — e_g = €, — €. Pierwsze wyrazy dadza
(o — € —w) XY, oraz (e, — & +w) Yy, Symetria wzgledem obrotéw pozwala zapisa¢
nam elementy macierzowe potencjatu, jako:

Vapgr = 9 S-Sy Gt o — el dinnd M) (o = 13 jamnal jngad M) (F.3.2)

J' M’
{(mbJ' |V|naJ') — (=1~ (mp.J’ |V] anJ')}

UaBiuy = Z S—ﬁS—V <]n - mn;]b - mbl]m]bj M> <]mmm;jama|jnjaJ/M/> )
J M

{(nbJ' |V|maJ') — (=1)atm=T" (npJ' V]| amJ')}

Zapiszemy teraz czeS¢ sumy z elementami vog.:

> Gamai jsmsljajod M) Y " Ve X, =Y (jama; jymsljajs/ M) - (F.3.3)

Ma,Mp 12214 Ma,Mp
Z Z S—BS— mmmyjb mb|jmjb<]/M/> <]n - mn;jama|jnjaJ/M/>
wv J M

L(mbJ' |V |naJ'y — (=1)7H=7" (mbJ' |V| anJ')} X,

Problemem jest zlozenie tego wyrazenia w obiekt o momencie pedu J i zamianie X, na
Xy 7. W tym celu musimy dodaé¢ do siebie 3 momenty pedu. Beda potrzebne wlasnosci

symboli 3 — 51 6 — 57 Wignera z dodatkow C.2 i C.3 oraz transformacje nieprzywiedlnych
operatoréow tensorowych z dodatku C.4.2. Zacznijmy od tozsamosci (C.2.7):

. . . 2+ 1\ —
(Gmmm; 3o — M| g M) = (=1)7 b<2j +1) (Jomp; J' M| jp ] jrmin(F.3.4)

(jbmb; JIMI’ij/jmmm> = (—1)jb+‘]l7jm <J’M’;jbmb|J’jbjmmm> . (F35)
Skomplikowany iloczyn wspotczynnikow Clebsha- Gordana da sie wtedy przeksztatci¢ do:

Z S .]amaajbmbljaijM>< mmrm.]b mb|jmij/M,> ’ (F36)

ma ,my

Ml
(Jn = M Jama|jnjad M) =
: S 20 +1\"? o
- Z (Jn — Min; JaMalindad M) (2j +1) (=1)Yo—dotS ~im

ma,my,

M’

(Gomy; J M35 jumMan) (Gaa; Jo | jajs T M) .
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Chcemy teraz jakos to wszystko zebra¢ do obiektu o momencie pedu J. Przypomnijmy
sobie w tym celu definicje symbolu 6 — j:

(F.3.7)

I g -1 Ji+Ja+J3+J
{ 1 J2 12} _ ( ) <(J1J2)J12J3JM|J1(J2J3)J23JM>:

To S S (212 + 1)(2J53 + 1)]
(—1)1+atJstd
= (215 + 1) (205 + 1)]1/2 Z (JiMy; JoMs|Jy Ja 19 M) -

My2, Ma3
(JioMo; J3Mz| J19J3J M) (Jo My; J3Ms|JoJ3 o3 Mas) -
<J1M1§J23M23’J1J23JM>.

Patrzac na nasze rOwnania mozemy zalozy¢ zwigzek:

jn = h (F.3.8)
Jo = J2
b = J3
J = Ji2
J = Js
Jm = J

innymi stowy dodajemy j, do j, by uzyska¢ J', potem do j, dodajemy J’ i dostajemy 7,,.
Do pelnego symbolu 6 — 5 brakuje nam meM oraz wspolezynnika (j,my; JM |j,J jmmm).
Wstawiamy wiec identyczno$c:

> (s IM o jrma)? = 1 (F.3.9)

My, , M

(nasze wspotezynniki sa rzeczywiste) oraz brakujace czynniki normujace. Stosujemy po
drodze jeszcze raz transformacje (C.2.7) i otrzymujemy wynik:

Z S,g <jama;jbmb‘jaijM> <]mmma]b - mb’jmij/M/> : (F310)
T
: <]n - mn;jamaUnjaJ/M/) -
: : s jatin+J’ / In Ja J'
= S it oM (-1 ) e L

Prostota koncowego wyniku wynagrodzi nam skomplikowane wyprowadzenie:

Z (Jamafoms|jajod M) Vapy = U&]b;mn (Jm M Jn | jnd M) (F.3.11)
mMemy
gdzie
(F.3.12)
TS [ o,
O 2J’+1{‘7.” Jo } bJ' |V nad'y — (=1Y= =" (mbJ' |V | anJ’
Vi = ) G s g mbT VInady = (=1) (mbJ" |V anJ')}

J/
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W podobny sposob postepujemy z uab mn- Lym razem dla odpowiednich kombinacji wspol-

czynnikéw Clebsha- Gordana otrzymamy:
(F.3.13)
Z <]amaa jbmb’]a]bJM> <]mmm7 ]ama’]m]aJ/M > < mn]b mb‘jnij/M/> Sfﬁ =

ma,my

M’

!/
= S (Jn = M = Ml ura M) (=144 (2J’+1){ ?m j :77 }
b n

Po uwzglednieniu wszystkich czynnikow fazowych dostajemy transformacje:
> Gamadmuljajod M) tag = Umn Gmom; jo Ml jmdnd — M) Sy (F.3.14)
MMy

gdzie oba typy elementow macierzowych taczy prosta transformacja:

Wl = (—1) 7m0, (F.3.15)

ab;mn ab nm*

Stosujac te przeksztalcenia mozemy przepisa¢ rownania CRPA w postaci:

(E — € — W) X;}bJ + Z Uéz]b mnX;)’mJ + U'ab;mny’r:nJ) = O (F316)
( — € + w (zbJ + Z ab mn an + uab mn ;)d@nJ) = 0.

Ten uklad réwnan ma wartosci i wektory wilasne niezalezne od M. Widoczne staje sie
tez rozszczepienie stanéw o réoznych J. W przypadku jader z oddzialywaniem niezmienni-
czym wzgledem obrotéw w przestrzeni izospinowej mozemy dokonaé dalszej redukcji bazy.
Niech {a} = {n,l, j,m; im;}. Izospinowe wspolczynniki Clebsha- Gordana i czynniki fa-
zowe wchodza do réwnari w sposéb analogiczny do tych pochodzacych od momentu pedu.
Tak wiec mozemy zapisa¢ podwdjnie zredukowany (wzgledem momentu pedu i izospinu)
element macierzowy:

(W55 TyrH0) = Y {(aSTyrib) X + (= 1) (=12 (Wi Tyrtia) Yy s ). (F.3.17)

Wspotczynniki X ;- 1 Y, spelniaja te same relacje co ich odpowiedniki z reprezentacji
czysto momentowo- pedowe;.

Vi = (2T +1)(2T" + 1) gn Ja T’ 22 I (F.3.18)
abymn  — jb ]m J % % T e
JIT
{(mbJ" |V|naJ') — (=1)7=T=T" (mbJ' |V|anJ')}
U’ig:mn - (_1)Jn_jm 7o ijgnm‘

F.4 Redukcja nierelatywistyczna

Dana jest ogdlna struktura elementu macierzowego wierzchotka oddziatywania swobodnego
nukleonu z polem elektromagnetycznym:

W | Tu(@)] P 8) = =Tt (D) (Fy (¢*) Y + 1F5(0%) 00" s (D). (F.4.1)

\/EE’
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Zalezno$¢ izospinowa (tymczasowo) pominieto, gdyz wchodzi ona do wzoru w sposob try-

wialny. Bedziemy rozwija¢ cale wyrazenie konsekwentnie do rzedu %.

rozwiniecie to wyglada nastepujaco:

Dla bispinora

ui(p) = (1+ ! )1/2 0 — (F42)
s\WP)= 3 2(1 + p?/m2)1/2 WS/WH)% - -

B p’ Ps p?
= (1 - %) ( opy ) + 00 )

Dla iloczynu dwoch bispinoréw podstawimy zawsze:

p2 p/2 B p2 +p12 p2
(-2 () (P o

Kolejnymi przydatnymi tozsamosciami okaza sie:

) = a—i(oxa) (F.4.4)
) = a-b+ioc(axb)

(0g-a)o(c-b) = ax(bxo)—axb+(o-ba
) = c(laxb)=>b(cxa)

gdyz w naszych wzorach wystepuje spora ilo$¢ iloczynéow wektoréw i macierzy Pauliego.
Proces redukeji wygodnie jest podzieli¢ na 2 czesci: cztony czasowe (p',s'|Jo(q)|p, s) oraz
cztony przestrzenne (p', s |Jo(q)| p, s). Ponizsze obliczenia przeprowadzono ze szczegotami
w [3].
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F.4.1 Skladowe czasowe wektorowego pradu jadrowego.

(', s" | Jo(q)|p,s) = Uy (P’ ) Fivo + iFy00,4" )us(p) ~

.
=

-
=

S 2m

Q
RS
oS

2 12
p°+Dp o'
1_—m >[F1XT/(1 o8 ) 2

2 2
— p +tp T op’

1 op’ 0 oq ~
(- p’+p?  (op)(op)

(

+ Byl (1 & )(70610-73%)( op >Xs]:
(
1

~ Fix), 32 2 )Xs +

+ P, (UQ)(UP)Q—m(UP')(UQ) _

_ lelf(l—pz;flz +Z ZZ + 2 iﬁ;f Pyt
L+ ombyyl 4 PP +zZm2(q xp-p'xa) _
A 8(71; - iq.i;; p))Xer

+ omBn, —q° - j:’:]bz(a X p) e

Przy obliczeniach skorzystano z drugiej i czwartej tozsamosci z (F.4.4) oraz podstawienia
p’ = q + p (ostatnia rownos¢). Ostatecznie otrzymujemy:

2

W5 (@l ps) = (Fr— 2 (4mEFy + F))o, + (F.4.6)
+1q - (o x p)
— XS/TXs(FI +4AmFEy).
F.4.2 Skladowe przestrzenne wektorowego pradu jadrowego

(', 8" [T (q)| p,s)

m2

- @as/ (P")(Fyy + Fa(q — v4'))us(p)

2 12
P +Dp v 1
(1——8 > )[lei/(l ﬁ)’m(g)xwr
m 2m

1
’Yoq ’Yo’YQ/ ( )st

2m

- (- p+p) #)(0 0)(z)r

+ Pyl (1 22 (q an —q+a(0q))( )

(F.4.7)

Q

Q

+ Bt (1

/

2m
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Ostatnie przeksztatcenie wynika z:
Yod — Y4 = V04 — Y0 YYodo + Y0V * Y = Yod + Yo + € - Yq. (F.4.8)
7 powodu sporej komplikacji technicznej obliczymy cztony z Fy i Fy osobno:
2 72
P’ +p t o \[ 0 O 1 N
(B0 B (15) (3 o

o(op)+ (op')o + o' 410 x (p’ —
~ Fix, (op) + (op) Yo = iy PP (p p)X

s =

2m 2m
2p +qg + 10 X
P p+q a.
2m
2 12

b tp i op! q—o(oq) ov 1
(Z2E) i ) (I ) ()

ov(op) — (op')ov  op’ op’
~ I T, — — i
hX L (q o(oq) + v +2m( q+0(0q))2m X

“(q+i(o xq))) e

~2m

~ Fyx|, (i(a’ X q)

Q

Q

Mozemy teraz przedstawi¢ te wyniki razem, przywracajac jawna zalezno$¢ izospinowa

(macierze 1, spelniajace 731, = tn, czyli funkcje wlasne operatora izospinu):

2

(P8t [ To(@)|ps,t) = (Fi = 55 (4mPs + F1)doudie +

_orotlg (o X p)
Xl ™ 42
W5 T (@) 5, t) = L6y ubyuFy + 20, ubpFy +
m 2m

(o xq
_i_Xl,nZ,%
m

mxs(F1 + 4mEy)

v
Fi+(1- %)Fé X s

(F.4.10)
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