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STRESZCZENIE

Niniejsza praca skupia si¦ na dynamice procesów j¡drowych w uj¦ciu CRPA (Conti-
nuum Random Phase Approximation- przybli»enie faz przypadkowych z uwzgl¦dnieniem
stanów kontinuum) oraz jej wykorzystaniu przy opisie rozpraszania inkluzywnego elektro-
nów w re»imie kwazielastycznym. CRPA polega na uwzgl¦dnianiu ograniczonej przestrzeni
stanów ko«cowych ukªadu. Oddziaªuj¡ce j¡dro mo»e przej±¢ w stan wzbudzony, przy czym
co najwy»ej jeden z nukleonów mo»e zosta¢ wybity z j¡dra do kontinuum. Ten typ proce-
sów zachodzi przy przekazach energii rz¦du kilkudziesi¦ciu MeV .

W rozdziale 2 zajmiemy si¦ zagadnieniami kinematyki. Wyprowadzimy tam ogólny
wzór na inkluzywny przekrój czynny w dwóch bazach: p¦du i momentu p¦du a tak»e
poj¦cia tensorów leptonowych i hadronowych (dla prostoty rozwa»ymy najpierw przypadek
procesów elastycznych). Pominiemy zagadnienie oddziaªywania stanów ko«cowych (�nal
state interaction). Najwa»niejszym rezultatem b¦dzie wzór (2.3.13), opisuj¡cy inkluzywny
przekrój czynny z bazie funkcji wªasnych momentu p¦du oraz operatorów multipolowych.

W rozdziale 3 opiszemy dynamik¦ j¡dra atomowego w uj¦ciu CRPA, startuj¡c od prost-
szego, kwantowomechanicznego modelu kwazielastycznych procesów j¡drowych, wprowa-
dzonego po raz pierwszy przez Blocha. Zwrócimy tam uwag¦ na istnienie rezonansów
zwi¡zanych z rozpraszaniem do kontinuum przy niewielkich przekazach p¦du i energii, a
tak»e na sposób traktowania zwi¡zanych z nimi osobliwo±ci pojawiaj¡cych si¦ w amplitu-
dach funkcji falowych. Jest to wa»ny wynik, gdy» tªumaczy pojawienie si¦ serii �pików� w
rejonie piku kwazielastycznego. W ramach tego modelu wyprowadzimy tak»e przybli»enie
Tama- Danco�a (TDA), które jest blisko spokrewnione z RPA. Wynik ten jest ciekawy,
gdy» przy jego wyprowadzaniu zazwyczaj u»ywa si¦ j¦zyka drugiej kwantyzacji. Równania
CRPA zapiszemy w bazie funkcji wªasnych momentu p¦du (3.4.25), w celu poª¡czenia ze
wcze±niejszymi rozwa»aniami kinematycznymi. Zwrócimy równie» uwag¦ na ogólne wªa-
sno±ci stanu podstawowego teorii oraz oddziaªywa« resztkowych par cz¡stka- dziura.

Kolejny rozdziaª pracy po±wi¦cimy na konstrukcj¦ jednociaªowych pr¡dów j¡drowych
w j¦zyku multipolowym, które s¡ ostatnim elementem potrzebnym do obliczenia przekroju
czynnego. Obliczymy wiod¡ce poprawki relatywistyczne do pr¡du.





Electron scattering o� atomic nuclei
Description of the collective excitations within the

CRPA framework

Abstract
In this work we shall concentrate on the description of nuclear dynamics in the

CRPA (Continuum Random Phase Approximation) model and its application in the inc-
lusive electron scattering o� atomic nuclei in quasielastic regime. CRPA requires conside-
ration of restricted �nal state phase- space. The target nuclei may undergo a transition
to an excited state or/and one of the nucleons may get separated to the continuum. This
type of processes occurs, when energy transfer is of the order of tenths of MeV.

We shall consider the kinematic problem in chapter 2. A general formula for inclusive
cross-section will be developed in two types of bases: the momentum and the angular
momentum eigenstate basis. We shall also introduce the concepts of nuclear and leptonic
tensors (the elastic scattering example will be introduced for simplicity). The �nal state
interaction problem will be neglected.

In the chapter 3 we shall describe the dynamics of atomic nuclei in the CRPA picture,
starting with a more simple, quantum-mechanical model of quasielastic nuclear processes,
originally introduced by Bloch. An attention is going to be paid for the existence of
resonances related to the scattering into continuum states in the small momentum transfer
regime. We shall also discuss the treatment of singularities in amplitudes, which appear
for every resonance channel. This result is interesting, because it explains the existence
of multiple peaks in the quasielastic peak region in this regime. We will develop Tamm-
Danco� Approximation (which is closely related to RPA) in the framework of this model.
This result is interesting due to the fact, that in most of the cases the second quantization
formalism is used in order to obtain it. The CRPA equations are going to be transformed to
the angular momentum basis, in order to make them consistent with the previous kinematic
considerations. Some general remarks about the properties of RPA ground states and the
form of residual particle- hole interactions will be made.

The next chapter will be devoted to the construction of one-body nuclear currents in
the multipole language, which are the last element needed to calculate the cross- section.
We shall also calculate the leading relativistic corrections to the nuclear current.





1. WST�P

Dlaczego elektrony?
Zagadnienie rozpraszania cz¡stek elementarnych na j¡drach atomowych jest nadal

otwartym problemem. Ilo±¢ i zªo»ono±¢ mo»liwych procesów i modeli samego j¡dra ato-
mowego jest ogromna. Efektywnym narz¦dziem do badania struktury j¡dra atomowego
jest proces rozpraszania elektronów. Pozwala on na oszacowanie energii separacji, zmiany
zachowania nukleonów w materii j¡drowej, funkcji odpowiedzi j¡dra i wielu innych wªa-
sno±ci. Gªówn¡ zalet¡ u»ycia elektronów, z punktu do±wiadczalnego, jest du»y przekrój
czynny na oddziaªywanie z j¡drem atomowym (ªatwo w cel tra�¢), ªatwo±¢ pozyskania �po-
cisków� oraz precyzyjne sterowanie energi¡, rozrzutem i innymi parametrami wi¡zki dzi¦ki
posiadaniu przez nie ªadunku elektrycznego, a tak»e dobrze opanowane techniki detekcji
odbitych elektronów. To prowadzi do du»ej ilo±ci bardzo dokªadnych wyników ekspery-
mentalnych, które pozwalaj¡ wery�kowa¢ ró»ne teorie dotycz¡ce modelowania procesów
zachodz¡cych w j¡drach atomowych.
Z punktu widzenia teoretyka niewielka staªa sprz¦»enia oddziaªywania elektromagnetycz-
nego (α ≈ 1

137
) pozwala na u»ycie rozwini¦cia perturbacyjnego macierzy S (dla lekkich

j¡der o niewielkim ªadunku dobrym przybli»eniem jest ju» najni»szy rz¡d). To pozwala z
kolei na przewidzenie zachowania j¡dra atomowego w bardziej zawiªych procesach, jak np.
przy oddziaªywaniu z neutrinami. Model wzbudze« atomowych, który dobrze si¦ sprawdza
dla elektronów, powinien dawa¢ dobre wyniki tak»e dla neutrin.

Dlaczego proces inkluzywny?

Je»eli obserwujemy jedynie rozproszone leptony, w pierwszym rz¦dzie rozwini¦cia ma-
cierzy S, wyra»enie na przekrój czynny dzieli si¦ na 2 czªony (2.1.18), zale»ne od przekazu
energii, p¦du i k¡ta rozpraszania. Przy czym najbardziej skomplikowane funkcje, odzwier-
ciedlaj¡ce struktur¦ j¡dra, zale»¡ jedynie od przekazu p¦du i energii. Przekaz energii i
k¡t ªatwo ustawi¢ w eksperymencie, a zmienn¡ jest wtedy przekaz p¦du. W ten spo-
sób mo»emy zyska¢ mnóstwo informacji, odwoªuj¡c si¦ do wzgl¦dnie prostego formalizmu
teoretycznego.

Modele j¡dra atomowego

Obliczenie jakiejkolwiek obserwabli �zycznej w teorii kwantowej wymaga znajomo-
±ci funkcji falowej ukªadu. J¡dro atomowe jest ukªadem kwantowym zªo»onym z wielu
ciaª (nukleonów), które oddziaªuj¡ ze sob¡ za pomoc¡ wszystkich znanych oddziaªywa«
fundamentalnych. Wiod¡c¡ rol¦ maj¡ tutaj oddziaªywania silne i elektromagnetyczne.
To prowadzi do olbrzymiej zªo»ono±ci zagadnienia i braku ±cisªych rozwi¡za« w ramach
dokªadnej teorii. Dla du»ych przekazów p¦du (kilkaset MeV i wi¦cej) zachowanie j¡dra
dobrze opisuj¡ modele pola u±rednionego (gaz Fermiego z ró»nymi mody�kacjami). Prze-
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kroje czynne i funkcje postaci s¡ dla ustalonego k¡ta rozpraszania i energii wi¡zki gªadkimi
funkcjami przekazu p¦du. Problemy zaczynaj¡ si¦, kiedy zmniejszamy przekaz energii i
p¦du do j¡dra. Pojawia si¦ wtedy caªa seria �pików� rezonansowych, które zwi¡zane s¡
z przechodzeniem tarczy j¡drowej do ró»nych stanów wzbudzonych. Jest to zachowanie
analogiczne do fotoabsorpcji przez powªok¦ elektronow¡ np. w atomie wodoru. Elektron
absorbuje fotony, których energia odpowiada ró»nicy energii ró»nych poziomów energe-
tycznych, prowadz¡c do powstania pewnego dyskretnego widma absorpcyjnego. Piki te
mog¡ by¢ �rozmyte� z powodu efektu Dopplera zwi¡zanego z ruchem atomów.

Podczas rozpraszania elektronu na j¡drze w najni»szym rz¦dzie rachunku zaburze«
nast¦puje wymiana pojedynczego wirtualnego fotonu. Je»eli energia ta �utra�� w energi¦
wzbudzenia widzimy �pik� na wykresie. Analogicznie nukleony w j¡drze znajduj¡ si¦ w
ci¡gªym ruchu, co powoduje poszerzenie rezonansów. Przy procesach kwazielastycznych
mamy do czynienia z innym typem rezonansu. Tam dodatkowym stopniem swobody jest
energia wybitego nukleonu. Ustalamy, »e mierzymy energi¦ wybitych nukleonów. Dla
danego przekazu energii i energii nukleonu przekrój czynny ma maksimum w pewnym
obszarze przekazu p¦du. Jest to tak zwany �pik kwazielastyczny�. Bior¡c pod uwag¦ fakt,
»e dany nukleon mo»e pochodzi¢ z ró»nych powªok j¡drowych, spodziewamy si¦, »e w
pewnych specy�cznych warunkach zobaczymy caª¡ seri¦ podobnych rezonansów zale»nych
od energii j¡dra ko«cowego.

Najprostszy model pozwalaj¡cy na odtworzenie przybli»onej struktury to tzw. mo-
del ±redniego pola. Zakªada on, »e nukleony w j¡drze mo»emy traktowa¢ niezale»nie, za±
wszystkie typy oddziaªywa« daj¡ si¦ efektywnie zapisa¢, jako jeden zewn¦trzny, u±red-
niony potencjaª jednociaªowy (np. potencjaª Woodsa- Saxona). Metoda ta pozwala na
znalezienie do±¢ dokªadnego stanu podstawowego j¡dra, ale zawodzi przy próbie obliczenia
wzbudze« j¡drowych. Obliczone poziomy energetyczne ró»ni¡ si¦ znacznie od rzeczywi-
stych. Problem tkwi w silnej korelacji nukleonów we wszystkich typach wzbudze«. Nawet
przy usuni¦ciu jednego nukleonu z powªoki i przeniesieniu go do stanu wzbudzonego mu-
simy wzi¡¢ pod uwag¦ zmian¦ kon�guracji j¡dra atomowego, z którego znikª nukleon. W
efektywnym opisie prowadzi to do powstania wirtualnej cz¡stki- dziury, która oddziaªuje
z nukleonem. Tworzy si¦ tzw. para cz¡stka- dziura, która mo»e oddziaªywa¢ z innymi
parami. Daje to najprostszy opis wzbudze« kolektywnych, w których bierzemy pod uwag¦
korelacj¦ par. Z tej idei narodziªo si¦ tzw. przybli»enie Tama-Danco�a (TDA), które
daje si¦ wyprowadzi¢ w ramach standardowej mechaniki kwantowej, co zaprezentujemy
w rozdziale 3. Jest to interesuj¡cy rezultat, gdy» zazwyczaj stosuje si¦ w tym celu j¦-
zyk drugiej kwantyzacji. Przybli»enie to przyjmuje stan liczony teori¡ pola ±redniego za
stan podstawowy, ta teoria sªu»y równie» do konstrukcji bazy jednocz¡stkowych funk-
cji wªasnych. Jego uogólnieniem jest przybli»enie faz przypadkowych (RPA), w którym
stan podstawowy mo»e zawiera¢ pewn¡ ilo±¢ wzbudze« kolektywnych. Zakªadamy w nim,
»e stany wzbudzone mog¡ powstawa¢ nie tylko poprzez kreacj¦ par, ale równie» poprzez
anihilacj¦ pary istniej¡cej w stanie podstawowym. Na tym wªa±nie modelu skupimy naj-
wi¦cej uwagi. Osobn¡ kwesti¡ jest wybór bazy funkcji falowych dla naszych rozwi¡za«.
Najcz¦±ciej stosowane potencjaªy s¡ sferycznie symetryczne, tak wi¦c za baz¦ funkcji jed-
nocz¡stkowych, analogicznie do powªok elektronowych atomu wodoru, najwygodniej jest
wybra¢ baz¦ funkcji wªasnych momentu p¦du. Dobrymi liczbami kwantowymi staj¡ si¦
wtedy {n, l, j, m}, gdzie Ĵ = L̂ + Ŝ. Opis przej±¢ w j¡drze równie» sprowadzi si¦ do opisu
multipolowego, jak w atomie wodoru. Oznacza to, »e u»ywane przez nas operatory musz¡
przenosi¢ pewien moment p¦du, a wi¦c podlegaj¡ odpowiednim reguªom wyboru. Dlatego
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te», niestety, trzeba wszystko zapisywa¢ w bazie funkcji wªasnych momentu p¦du, co jest
skomplikowan¡ i czasochªonn¡ procedur¡, zarówno dla rozwa»a« dotycz¡cych kinematyki
rozpraszania, jak i dynamiki procesów j¡drowych. Sferyczna symetria oznacza zerowy mo-
ment p¦du stanu podstawowego j¡dra, dlatego te» typowe obliczenia dotyczy¢ b¦d¡ j¡der
o J = 0.





2. KINEMATYKA PROCESÓW ROZPRASZANIA ELEKTRONÓW NA
J�DRACH ATOMOWYCH

2.1 Podstawy obliczania przekrojów czynnych w rozpraszaniu
na obiektach zªo»onych- przekrój elastyczny

Jako podstaw¦ do rachunków zwi¡zanych z przekrojami czynnymi rozpatrzymy najpierw
proces elastyczny. W tym procesie zarówno stan pocz¡tkowy oraz ko«cowy ukªadu skªada
si¦ z elektronu i j¡dra atomowego. Pomimo swojej prostoty, proces elastyczny pozwala
na sformuªowanie ogólnych poj¦¢ przydatnych przy pó¹niejszych rozwa»aniach procesów
inkluzywnych w sposób bardziej przejrzysty i zrozumiaªy. Przedstawione w tym rozdziale
obliczenia oraz tok rozumowania bazuj¡ w wi¦kszo±ci na [11]. W opisie �zycznym mo»emy
powiedzie¢, »e obserwujemy rozpraszanie elektronu (opisanego w tej pracy przez pr¡d Di-
raca) na zewn¦trznym potencjale elektromagnetycznym generowanym przez pr¡d j¡drowy
zwi¡zany z przej±ciem j¡dra pomi¦dzy stanem pocz¡tkowym |i〉 i ko«cowym |f〉. Potencjaª
ten speªnia równania Maxwella w postaci:

¤Aµ(x, t) = Jµ = −e
(2π)3

V
〈f | Ĵµ(x, t) |i〉 . (2.1.1)

Czynniki (2π)3

V
pochodz¡ z kwantowania systemu w sko«czonym pudle, omówionego w

dodatku A.4. Stany j¡dra |i〉, |f〉 s¡ zde�niowane w obrazie Heisenberga. S¡ one stanami
wªasnymi dowolnych operatorów tworz¡cych kompletn¡ baz¦ przestrzeni Hilberta. Na razie
zakªadamy, »e s¡ stanami wªasnymi czterop¦du pµ i spinu hs. Co do elektronów zakªadamy,
»e ich pocz¡tkowe i ko«cowe stany opisane s¡ przez fale pªaskie (A.4.2) o czterop¦dach k
i k′ odpowiednio. Zaªo»enie to jest dobre dla j¡der o niewielkiej liczbie atomowej, gdy»
pozwala nam na zaniedbanie wpªywu ªadunku j¡dra na ko«cow¡ posta¢ funkcji falowej
elektronu. Zakªadaj¡c konwencje normalizacyjne dla kwantowania ukªadu w sko«czonym
pudle (dodatek A.4) mo»emy przyst¡pi¢ do obliczenia przekroju czynnego na rozpraszanie.

Prawdopodobie«stwo, »e nasz ukªad przejdzie ze stanu pocz¡tkowego do pewnej in�-
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Fig. 2.1: Diagram ilustruj¡cy elastyczne rozpraszanie elektronu na atomie w pierwszym rz¦dzie
rachunku zaburze«.

nitezymalnej obj¦to±ci przestrzeni fazowej stanów ko«cowych wynosi:

(2.1.2)

dP pudªo(i → f) =
∣∣Spudªo

fi

∣∣2 V 2

(2π)6
d3p′d3k′ =

=
e4

qµ4

m2

(2π)6EkEk′

(2π)12

V 4
(us′(k

′)γµus(k)) (us′(k
′)γνus(k))

∗ ·

· 〈f |
∫

d4xe−iqxĴµ(x) |i〉 〈i|
∫

d4xeiqxĴν(x) |f〉 V 2

(2π)6
d3p′d3k′ =

=
e4

qµ4

m2

EkEk′

1

V 2
(us′(k

′)γµus(k)) (us′(k
′)γνus(k))

∗ ·

· 〈f |
∫

d4xe−iqxĴµ(x) |i〉 〈i|
∫

d4xeiqxĴν(x) |f〉 d3p′d3k′

gdzie przez q = (ν, q) = k − k′ oznaczono przekaz czterop¦du1. Diagram 2.1 ilustruje
elastyczne rozpraszanie elektronu na j¡drze atomowym poprzez wymian¦ pojedynczego
wirtualnego fotonu. W elementach macierzowych pr¡du j¡drowego mo»emy w jawnej po-
staci zapisa¢ zale»no±¢ od czasu i poªo»enia2:

¤Aµ(x, t) = Jµ = −e
(2π)3

V
〈f | Ĵµ(0) |i〉 ei(p−p′)x. (2.1.4)

W tym miejscu nale»y powiedzie¢ o jeszcze jednej wa»nej cesze pr¡dów j¡drowych, a mia-
nowicie o równaniu ci¡gªo±ci (zasada zachowania pr¡du):

∂µJµ = 0 (2.1.5)
qµJµ = 0

lub:
qJ = νJ0.

1 Zakªadamy, »e elektron oddaje energi¦ j¡dru atomowemu, tzn. Ek > Ek′ , ν > 0.
2 W tym celu korzystamy z równa« Heisenberga:

∂µJµ
em = −i

[
P̂µ, Jµ

em

]
; P̂µ |p〉 = pµ |p〉 . (2.1.3)
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U»ytecznym jest zapisa¢ to przeksztaªcenie w dwóch krokach. Najpierw �wyjmiemy� za-
le»no±¢ czasow¡ (mo»na tak zrobi¢ bez wzgl¦du na rodzaj stanów pocz¡tkowych i ko«co-
wych), a nast¦pnie przestrzenn¡ (mo»liwe tylko w przypadku stanów wªasnych operatora
p¦du). Wtedy prawdopodobie«stwo, »e system ewoluuje z pewnego stanu pocz¡tkowego
do ko«cowego wyniesie ([12]):

(2.1.6)

dP (i → f) =
e4

qµ4

m2

EkEk′

1

V 2
(us′(k

′)γµus(k)) (us′(k
′)γνus(k))

∗ ·

· (2π)Tδ (p′0 − p0 − ν) 〈f |
∫

d3xe−iqxĴµ(x) |i〉 ·

· 〈i|
∫

d3xeiqxĴν(x) |f〉 d3p′d3k′ =

=
e4

qµ4

m2

EkEk′
(us′(k

′)γµus(k)) (us′(k
′)γνus(k))

∗ ·

· (2π)4

V 2
· TV δ(4) (p′ − p− q) 〈f | Ĵµ(0) |i〉 〈i| Ĵν(0) |f〉 d3p′d3k′.

Otrzymanie postaci ko«cowej z deltami Diraca mo»emy wyja±ni¢ korzystaj¡c ze wzorów
(A.4.6). Teraz mo»emy zde�niowa¢ ró»niczkowy przekrój czynny, jako prawdopodobie«-
stwo ewolucji systemu pomi¦dzy dwoma stanami na jednostk¦ czasu i podzielone przez
strumie« padaj¡cych cz¡stek Φ. Zakªadamy równie», »e nie obserwujemy spinów elektro-
nów ani j¡dra (st¡d

∑
i ≡ 1

2

∑
s,s′

∑
spiny

j¡drowe
). Przekrój czynny przyjmuje wtedy posta¢:

(2.1.7)

dσpudªo =
dP (i → f)

TΦ
=

V dΓ

u
=

=
∑

i

u−1 e4

qµ4

2π

V

m2

EkEk′
(us′(k

′)γµus(k) (us′(k
′)γνus(k))

∗ ·

· Ep

M
δ (p0 − p′0 − ν) 〈f |

∫
d3xe−iqxĴµ(x) |i〉 〈i|

∫
d3xeiqxĴν(x) |f〉 d3k′d3p′ =

=
∑

i

u−1 e4

qµ4
(2π)4 m2

EkEk′
(us′(k

′)γµus(k) (us′(k
′)γνus(k))

∗ ·

· Ep

M
δ(4) (p− p′ − q) 〈f | Ĵµ(0) |i〉 〈i| Ĵν(0) |f〉 d3k′d3p′.

Wzgl¦dn¡ pr¦dko±¢ cz¡stek i j¡dra mo»emy zapisa¢, jako:

u =

√
(k · p)2 −m2M2

T

EkEp

. (2.1.8)

Tak zde�niowany przekrój czynny jest Lorentzowskim niezmiennikiem (skalarem). W wy-
padku np. pomiaru spinów/skr¦tno±ci cz¡stek przekrój czynny zale»aªby od ukªadu od-
niesienia.
W niniejszych rozwa»aniach interesuje nas rozpraszanie elektronów o wysokich energiach.
Innymi sªowy Ek À m. Dlatego te» we wszystkich obliczeniach konsekwentnie pomijane
b¦d¡ czªony proporcjonalne do m2 a energie elektronów przybli»a¢ b¦dziemy moduªami
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ich p¦dów. To umo»liwia nam przepisanie wzoru na przekrój elastyczny w bardziej upo-
rz¡dkowanej postaci:

(2.1.9)

dσ = (2π)−2 1√
(k · p)2

e4

qµ4

∑
s,s'

m2 (us′(k
′)γµus(k)) (us′(k

′)γνus(k))
∗ ·

·
∫

d3p′

E ′
p

∑
spiny

j¡drowe

(2π)6EpE
′
p 〈p′| Ĵµ(0) |p〉 〈p′| Ĵν(0) |p〉∗ δ4(k + p− k′ − p′) · d3k′

E ′
k

.

Dla wygody wprowadzimy nast¦puj¡ce struktury:

• Tensor j¡drowy:
∑
spiny

j¡drowe

∫
d3p′δ4 (p′ − p− q) (2π)6 〈p′| Ĵµ(0) |p〉 〈p′| Ĵν(0) |p〉∗ Ep ≡ Wµν . (2.1.10)

• Tensor leptonowy:

Lµν ≡ m2
∑
s,s'

(us′(k
′)γµus(k)) (us′(k

′)γνus(k))
∗
. (2.1.11)

Korzystaj¡c z prostych przeksztaªce« a tak»e ze wzorów sumacyjnych dla spinorów Diraca
(A.3.10) oraz ±ladów macierzy γ (A.3.5) z dodatku A.3 tensor leptonowy mo»emy zapisa¢,
jako:

Lµν =
m2

8m2
4
(
kµk′ν + k′µkν − gµνk · k′ + gµνm2

) ≈ (2.1.12)

≈ 1

2
(kµk′ν + k′µkν − gµνk · k′) .

Z powy»szej formuªy wida¢, »e tensor leptonowy rzeczywi±cie transformuje si¦ jak tensor
pod dziaªaniem grupy Lorentza. Analiza wielko±ci w równaniu (2.1.9) prowadzi do wnio-
sku, »e W µν jest równie» dobrym lorentzowskim tensorem. Tensor leptonowy tak»e speªnia
zasad¦ zachowania pr¡du:

Lµνqµ = qνL
µν = 0. (2.1.13)

co mo»emy pokaza¢ np. stosuj¡c równanie Diraca:

us′(k
′)q�us(k) = us′(k

′)(k�− k′�)us(k) = 0 (2.1.14)

lub jego jawn¡ posta¢ (2.1.12). Nasze rozwa»ania pomijaj¡ efekty zwi¡zane z mody�kacj¡
funkcji falowej elektronu zwi¡zan¡ z potencjaªem kulombowskim j¡dra3. W dalszym ci¡gu
skupimy si¦ na dyskutowaniu wªasno±ci tensora j¡drowego, który zawiera caª¡ informacj¦ o

3 Ostatnie badania i obliczenia wykazaªy, »e lepsze wyniki otrzymuje si¦ uwzgl¦dniaj¡c wymian¦ wielo-
fotonow¡, która prowadzi do innej bazy funkcji falowych elektronów. Ta praca ma na celu przedstawienie
podstaw niezb¦dnego formalizmu, dlatego te» problem tzw. �nal state interaction zostaª w niej pomini¦ty.
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szczegóªowej dynamice procesu. Z równania ci¡gªo±ci (2.1.5) mo»emy otrzyma¢ zale»no±¢
analogiczn¡ do tej, któr¡ speªnia tensor leptonowy:

W µνqµ = qνW
µν = 0. (2.1.15)

U»ywaj¡c de�nicji Lµν i Wµν posta¢ wzoru na przekrój czynny ulega znacznemu uprosz-
czeniu:

dσ = (2π)−2 1√
(k · p)2

e4

qµ4
LµνWµν

d3k′

Ek′
. (2.1.16)

Forma tensora j¡drowego (2.1.10) oraz jego wªasno±ci transformacyjne sugeruj¡, »e powi-
nien on by¢ kombinacj¡ liniow¡ pewnych funkcji skalarnych opisanych przez lorentzowskie
niezmienniki ukªadu przemno»onych przez czterowektory pµ, p′µ, qµ, q′µ. Te funkcje ska-
larne nazywamy funkcjami struktury. Okazuje si¦, »e dla opisu elastycznego rozpraszania
elektromagnetycznego wystarcz¡ tylko dwie takie funkcje (dodatek E.1):

Wµν = W1

(
qµqν

q2
− gµν

)
+

W2

M2
T

(
pµ − p · q

q2
qµ

)(
pν − p · q

q2
qν

)
. (2.1.17)

Analiza kinematyczna równania na przekrój czynny (dodatek E.2) pozwala nam na wyra-
»enie tej wielko±ci w ukªadzie laboratoryjnym (j¡dro spoczywa), jako:

d2σ

dΩdEk′
=

σM

MT

(
W2 + 2W1 tan2 Θ

2

)
(2.1.18)

gdzie przekrój czynny Motta wyra»a si¦ przez:

σM =
α2 cos2 Θ

2

4E2
k sin4 Θ

2

. (2.1.19)

To jest najbardziej ogólny wzór na przekrój czynny dla rozpraszania elektronów na j¡drze
atomowym ([11]). Okazuje si¦, »e jest on równie» poprawny dla rozpraszania inkluzywnego.

2.2 Przekrój inkluzywny
Wzór (2.1.18) wyra»a ró»niczkowy przekrój czynny dla procesów typu 2 → 2. Celem tej
pracy jest obliczenie przekroju inkluzywnego dla procesów kwazielastycznych. Oznacza to,
»e musimy uwzgl¦dni¢ sytuacj¦, gdy z j¡dra zostaje wybity nukleon. Termin �inkluzywny�
oznacza, »e interesuj¡ nas tylko stany rozpraszanego leptonu. Rozwa»my najpierw proces
e, j¡dro→ e′, X, gdzie X oznacza dowolny stan ko«cowy. Ta sytuacja zostaªa zobrazowana
na rys. 2.2. Okazuje si¦, »e wkªad od wszystkich kanaªów si¦ faktoryzuje i wzór na
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inkluzywny przekrój czynny jest podobny do przekroju elastycznego:

(2.2.1)

σinkluzywny =
∑

α

∫ α∏
j=1

d3p′α,j

∫
d3k′

∑
spiny

(Mfi)
2 (2π)4 δ4 (pf − pi)

1

u
=

=

∫
d3k′ (2π)−2 1

M

∑

s,s′
us′(k

′)γµus(k) (us′(k
′)γµus(k))

∗ ·

· e4

qµ4

m2

EkEk′

∑
X

δ (EX − Ei − ν)
∑
spiny

j¡drowe

(2π)3

V
·

· 〈X|
∫

d3xe−iqxĴµ(x) |i〉 〈X|
∫

d3xe−iqxĴν(x) |i〉∗ Ei.

Zaªo»yli±my, jak uprzednio: p = 0, co poci¡ga za sob¡
√

(k · p)2 = EkMT , przekaz

Fig. 2.2: Diagram ilustruj¡cy nieelastyczne rozpraszanie elektronu na atomie w pierwszym rz¦dzie
rachunku zaburze«. Sumaryczny czterop¦d wszystkich skªadników stanu ko«cowego
wynosi p′.

energii oznaczyli±my jako ν, oraz przywrócili±my zale»no±¢ przestrzenn¡ operatora pr¡du
Ĵµ. Wynika to z faktu, »e w ogólno±ci nie zakªadamy, »e mamy do czynienia ze stanami
wªasnymi p¦du. Mo»emy u»y¢ dowolnej bazy zupeªnej. Jedynie zachowanie energii daje si¦
zawsze jawnie zapisa¢. Energi¦ stanu X oznaczyli±my jako sum¦ po energiach wszystkich
cz¡stek w X:

EX =

NX∑
n=1

En. (2.2.2)

Sumowanie po X oznacza sumowanie po wszystkich stopniach swobody stanu X. Wtedy
wzór ogólny na przekrój czynny (2.1.18) pozostaje w mocy, tylko tensor j¡drowy ulega
przede�niowaniu:

Wµν =
∑
X

δ (EX − Ei − ν)
∑
spiny

j¡drowe

(2π)3

V
〈X|

∫
d3xe−iqxĴµ(x) |i〉 · (2.2.3)

· 〈X|
∫

d3xe−iqxĴν(x) |i〉∗ Ei.
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Ta posta¢ tensora jest niezbyt czytelna. Dyskusja w dodatku E.3 umo»liwia nam zapisanie
go w bardziej u»ytecznej postaci (E.3.5):

Wµν = R
∑

i

∑

f

∫
p2

fdΩpf
Jµ(q)Jν(q)∗ (2.2.4)

z pr¡dem j¡drowym w postaci:

Jµ(q) = 〈f |
∫

d3xeiqxĴµ(x) |i〉 . (2.2.5)

W wybranej, interesuj¡cej nas, sytuacji (rozpraszanie kwazielastyczne) stan ko«cowy |f〉

Fig. 2.3: Diagram ilustruj¡cy kwazielastyczne rozpraszanie elektronu na atomie w pierwszym rz¦-
dzie rachunku zaburze«. Musimy uwzgl¦dni¢ wkªad od dwóch kanaªów: j¡dro wzbudzone
oraz j¡dro'+nukleon.

jest kolektywnym stanem skªadaj¡cym si¦ ze swobodnego nukleonu o ustalonym z zasad
zachowania module p¦du pf i j¡dro (jak na rysunku 2.2). J¡dro mo»na opisa¢ w wielu
bazach, ale od tego miejsca zakªadamy, »e wybrali±my baz¦ stanów wªasnych caªkowitego
momentu p¦du. W równaniu (2.2.4) jedynym stopniem swobody jest k¡t bryªowy emisji
nukleonu oraz spiny i momenty p¦du, po których sumujemy. Reszta jest ustalona z zasad
zachowania.
Kolejnym krokiem jest skojarzenie skªadowych tensora j¡drowego z funkcjami struktury.
J¡dro zmienia swój stan na skutek absorpcji/emisji wirtualnego fotonu. Mo»emy wybra¢
ukªad wspóªrz¦dnych, w którym foton ten porusza si¦ w kierunku osi ẑ:

qµ = (ν, 0, 0, q). (2.2.6)

Wprowad¹my ukªad ortonormalnych czterowektorów:

eµ
S =

1

qµ2
(q, 0, 0, ν) (2.2.7)

eµ
L = − 1√

2
(0, 1, i, 0)

eµ
R =

1√
2
(0, 1,−i, 0).

Korzystaj¡c z równania (2.1.5) Wµνq
µ = 0 mo»emy pomno»y¢ wyra»enie na tensor j¡drowy

z obu stron przez e†µi i eµ
i i zrzutowa¢ cz¦±¢ daj¡c¡ wkªad do przekroju czynnego. W
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poprzednich rozdziaªach wykazali±my, »e:
(2.2.8)

Wµν

(
qµ2, p · q, pµ2

)
= W1(q

µ2, p · q, pµ2)

(
qµqν

qµ2
− gµν

)
+

+ W2

(
qµ2, p · q, pµ2

) 1

M2
T

(
pµ − pq

qµ2
qµ

) (
pν − pq

qµ2
qν

)
.

Pracujemy w ukªadzie, w którym j¡dro spoczywa (pµ = (MT ,0)). Rzuty na wektory
polaryzacji daj¡ nam4:

e†µS Wµνe
ν
S ≡ WSS =

q2

qµ2
W00 +

ν2

qµ2
W33 +

qν

qµ2
(W30 + W03) = W1 +

q2

qµ2
W2 (2.2.9)

e†µL Wµνe
ν
L ≡ WLL =

1

2
(W11 + W22) = W1

e†µR Wµνe
ν
R ≡ WRR =

1

2
(W11 + W22) = W1.

Z równania (2.2.8) i zachowania pr¡du wynika:

W33 =
ν2

q2
W00, W30 = W03 = −ν

q
W00. (2.2.10)

U»ywaj¡c tych relacji mo»emy zidenty�kowa¢ funkcje struktury z elementami macierzo-
wymi pr¡du ([11])5:

2W1 = R
∑

λ=±1

∫
p2

fdΩp

∣∣∣∣〈f |
∫

e−iqxe†
λĴ (x) d3x |i〉

∣∣∣∣
2

(2.2.11)

W2 =

(
qµ2

q2

)2

W00 − qµ2

q2
W1

gdzie:

W00 = R

∫
p2

fdΩp

∣∣∣∣〈f |
∫

e−iqxρ̂ (x) d3x |i〉
∣∣∣∣
2

. (2.2.12)

Tutaj wprowadzili±my ortogonalne poprzeczne wektory polaryzacji:

e± = ∓ 1√
2
(e1 ± ie2). (2.2.13)

Stanowi¡ one po prostu przestrzenn¡ cz¦±¢ eµ
L i eµ

R z relacj¡ L ≡ + i R ≡ −:
eµ

L = (0, e+) (2.2.14)
eµ

R = (0, e−).

Dla celów dalszej analizy mo»na wprowadzi¢ te» rzuty operatorów pr¡du na wektory po-
laryzacji:

Ĵ0(q) ≡
∫

d3xe−iqxĴ0, Ĵ±(q) ≡
∫

d3xe−iqxeµ
L/RĴµ(x). (2.2.15)

4 Przy procesach koincydencyjnych (obserwacja wyemitowanego nukleonu) sytuacja jest nieco bardziej
skomplikowana. Opisano to m.in. w [11] i w [5].

5 W tym miejscu cz¦sto spotyka si¦ ró»nice w znaku. Wynikaj¡ one z de�nicji metryki bo to od niej
zale»y, czy qµ2 > 0 czy te» qµ2 < 0 tak jak u nas.
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2.3 Analiza multipolowa
W poprzednim rozdziale wyprowadzili±my ogólny wzór na inkluzywny przekrój czynny.
Poª¡czenie funkcji postaci z elementami macierzowymi tensora j¡drowego poprzez wektory
polaryzacji wirtualnego fotonu sugeruje, »e mamy tu do czynienia z przej±ciami multipolo-
wymi. Dlatego te» zakªadamy, »e nast¦puje tu przej±cie pomi¦dzy stanem podstawowym
j¡dra |JiMi〉 a stanem ko«cowym j¡dro+nukleon |JfMf〉. To poci¡ga za sob¡ konieczno±¢
rozwini¦cia operatorów pr¡du j¡drowego Ĵµ (a konkretnie ich skªadowych zwi¡zanych z
podªu»n¡ i dwiema poprzecznymi polaryzacjami Ĵ0, Ĵ+ i Ĵ−) na zbiór nieprzywiedlnych
operatorów tensorowych (de�nicja i wªasno±ci NOT znajduj¡ si¦ w dodatku C.4). Obli-
czenia tego typu s¡ skomplikowane technicznie ([11]), ale otrzymuje si¦ zwarty wzór na
przekrój czynny w postaci gotowej do �wªo»enia� konkretnego modelu j¡dra.
Najbardziej zªo»onym fragmentem tej analizy jest zapisanie w j¦zyku NOT operatorów Ĵ±.
Ten fragment oblicze« umieszczono w dodatku E.5. Wynikiem tych rozwa»a« s¡ poni»sze
formuªy:

Ĵλ(q) =

∫
eq,λe

−iqxJ(x)d3x =
∑
J≥1

(−i)J
√

2π(2J + 1)
[
−T̂ el

J,−λ(q) + λT̂mag
J,−λ(q)

]
. (2.3.1)

Operatory multipolowe elektryczne i magnetyczne zde�niowane s¡ nast¦puj¡co:

T̂ el
J,λ(q) =

1

q

∫ [∇× jJ(qx)Y λ
J,J ;1(Ω)

]
Ĵ(x)d3x (2.3.2)

T̂mag
J,λ (q) =

∫
jJ(qx)Y λ

J,J ;1(Ω)Ĵ(x)d3x.

Natomiast operator zwi¡zany z g¦sto±ci¡ ªadunku daje si¦ zapisa¢ jako (dodatek E.6):

Ĵ0(q) =

∫
d3x

∑
JM

(i)J(2J + 1)jJ(qx)
4π

2M + 1
YJM(Ω)ρ̂(x). (2.3.3)

Kolejnym fragmentem potrzebnym do obliczenia postaci multipolowej wzoru na przekrój
inkluzywny jest wyeksponowanie jawnej zale»no±ci funkcji falowych stanu pocz¡tkowego
j¡dra oraz stanu ko«cowego ukªadu j¡dro+nukleon. Asymptotycznie wybity nukleon daje
si¦ opisa¢ za pomoc¡ fali pªaskiej o p¦dzie pf i spinie 1

2
, s. Nie znamy kierunku emisji

(jest stopniem swobody w (2.2.4)), ale energi¦ (czyli |pf |) potra�my ustali¢ dla danego
kanaªu rozpraszania (tj. dla danego stanu j¡dra resztkowego, maj¡cego mas¦ M∗

T ). J¡dro
resztkowe natomiast b¦dzie miaªo moment p¦du opisany przez liczby kwantowe Jj,Mj.
Je»eli zapiszemy ten stan w naszej normalizacji, to (w przybli»eniu nierelatywistycznym)
otrzymamy:

ψf (r1 →∞, r2, . . . rA)(Ωn) =
(2π)3/2

√
V

eipf r1χs
1/2ψJjMj

(r2, . . . rA). (2.3.4)

Przyj¦ta notacja pochodzi z [5]. Chcieliby±my, by stan ukªadu daª si¦ zapisa¢ jako stan
wªasny momentu p¦du. Zgodnie ze wzorem:

(2π)3/2

√
V

eipf x =
∞∑

l=0

il
√

4π (2l + 1)jl(qr)Yl0 (cos ∠(x,pf )) .
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mo»emy rozwin¡¢ fal¦ pªask¡ nukleonu na funkcje sferyczne.
Harmonika sferyczna Yl0 (cos ∠(x,pf )) wyznacza zale»no±¢ funkcji falowej stanu ko«co-
wego ukªadu od k¡ta emisji nukleonu w sposób po±redni (k¡t wzgl¦dny pomi¦dzy x1 oraz
pf ). Dlatego te» u»yjemy wzoru (D.1.6) w celu wyci¡gni¦cia bezpo±redniej zale»no±ci od
k¡ta emisji nukleonu:

Yl0 (cos ∠(x,pf )) =

√
4π

2l + 1

l∑

m=−l

Y ∗
lm(Ωn)Ylm(Ωx). (2.3.5)

Potem ª¡czymy funkcje wªasne orbitalnego momentu p¦du Ylm(Ωx) ze spinem nukleonu s w
moment p¦du Jn za pomoc¡ wspóªczynników Clebsha-Gordana. Stosuj¡c t¦ sam¡ metod¦
dodajemy moment p¦du j¡dra i otrzymujemy rozwini¦cie stanu ko«cowego w bazie funkcji
wªasnych caªkowitego momentu p¦du Jf ,Mf ([5]):

(2.3.6)
ψf (r1, r2, . . . rA)(Ωn) =

∑

l,m,s

∑
JjMj

∑
Jf Mf

il 〈lm; 1/2s|1/2JnMn〉 〈JnMn; JjMj|JnJjJfMf〉 ·

· 4πjl(pfr1)Y
∗
l,m(Ωn)

[
Ylm(Ωx)χ

s
1/2ψJj

(r2, . . . rA)
]J

M

lub te» w nieco bardziej zwartej postaci (bardziej przydatnej dopóki nie trzeba wykonywa¢
»adnych oblicze« numerycznych):

∣∣fJf Mf
(Ωn)

〉
=

∑
Jn,Mn

∑
Jj ,Mj

〈JnMn; JjMj|JnJjJfMf〉 · (2.3.7)

· |JnMn(Ωn)〉 ⊗ |JjMj〉 ≡
∑

Jf ,Mf

|JfMf (Ωn)〉 .

W nawiasie wyodr¦bniono zale»no±¢ k¡tow¡ funkcji falowej nukleonu, gdy» nadal mu-
simy po nim caªkowa¢ w celu otrzymania inkluzywnego przekroju czynnego. Nukleon jest
skwantowany wzdªu» innej osi- kierunek emisji, ni» operator pr¡du j¡drowego- osie ukªadu
laboratoryjnego. Od tego miejsca jawna zale»no±¢ od k¡ta zostanie opuszczona ze wzgl¦du
na zwarto±¢ notacji.
Caªy ukªad jest teraz opisywany poprzez nieprzywiedlne operatory tensorowe o okre±lonej
multipolowo±ci. Zgodnie z twierdzeniem Wignera- Eckarta (C.4.2) mo»emy zredukowa¢
elementy macierzowe NOT T̂JM(q) wzgl¦dem M :

〈JfMf | T̂JM(q) |JiMi〉 =
(−1)Ji−Mi

√
2J + 1

〈JfMfJi −Mi|JfJiJM〉 〈Jf‖T̂J(q)‖Ji〉. (2.3.8)

Ten wzór oddaje tre±¢ twierdzenia. Wi¦cej szczegóªów podano w [10] a tak»e w [6].
Caªa zale»no±¢ od M zostaje �ukryta� we wspóªczynnikach Clebsha- Gordana. Elementy
〈Jf‖T̂J(q)‖Ji〉 nazywamy zredukowanymi elementami macierzowymi. Liczby kwantowe
zwi¡zane z momentem p¦du w tych elementach musz¡ speªnia¢ reguªy wyboru, jak cho-
cia»by nierówno±¢ trójk¡ta: |Ji − Jf | ≤ J ≤ Ji + Jf . Teraz chcieliby±my obliczy¢ sumy po
stanach pocz¡tkowych i ko«cowych. Zakªadamy, »e j¡dro ma pewien okre±lony pocz¡tkowy
moment p¦du Ji a przekaz p¦du k ‖ ẑ. W tym przypadku mamy:

∑
i

≡ 1

2Ji + 1

∑
Mi

(2.3.9)
∑

f

≡
∑
MF

.
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U»ywaj¡c twierdzenia Wignera- Eckarta i relacj¦ ortogonalno±ci wspóªczynników Clebscha-
Gordana (

∑
Mi

∑
Mf
|〈JfMfJi −Mi|JfJiJM〉|2 = 1) otrzymujemy:

1

2Ji + 1

∑
Mi

∑
Mf

∣∣∣∣∣
∑

J

(−i)J
√

2J + 1 〈JfMf | T̂JM(q) |JiMi〉
∣∣∣∣∣

2

= (2.3.10)

=
1

2Ji + 1

∑
Mi

∑
Mf

∣∣∣∣∣
∑

J

〈JfMfJi −Mi|JfJiJM〉 〈Jf‖T̂J(q)‖Ji〉
∣∣∣∣∣

2

=

=
1

2Ji + 1

∑
J

∣∣∣〈Jf‖T̂J(q)‖Ji〉
∣∣∣
2

.

Pewn¡ trudno±¢ mo»e sprawi¢ nam wykonanie caªki po k¡cie emisji nukleonu. Formalne
rozwi¡zanie problemu wymaga rozwa»enia transformacji stanów wªasnych momentu p¦du
i NOT pod wpªywem grupy obrotów (szczegóªowa dyskusja w dodatku E.7). W wyniku
dostaje si¦ staªy czynnik 4π.
Skªadaj¡c w caªo±¢ wyniki wszystkich dotychczasowych rozwa»a« otrzymujemy nast¦pu-
j¡ce wzory na funkcje postaci ([11], [5]):

2W1(q
2) =

4π

2Ji + 1

∑
J≥1

{∣∣∣〈Jf‖T̂ el(q)‖Ji〉
∣∣∣
2

+
∣∣∣〈Jf‖T̂mag(q)‖Ji〉

∣∣∣
2
}

R (2.3.11)

W2(q
2) = − q2

q2
W1(q

2) +
q4

q4

4π

2Ji + 1

∑
J≥0

∣∣∣〈Jf‖M̂J(q)‖Ji〉
∣∣∣
2

R

gdzie przez M̂J(q) oznaczono transformat¦ multipolow¡ J0:

M̂JM =

∫
d3xρ̂(x)jJ(qx)YJM(Ω). (2.3.12)

To pozwala nam na zapisanie ostatecznej formy wzoru na ró»niczkowy przekrój czynny w
rozpraszaniu inkluzywnym:

d2σ

dΩdν
= σM

4π

2Ji + 1

kanaªy∑
K

{
q4

q4

∑
J≥0

∣∣∣〈Jk
f ‖M̂J(q)‖Ji〉

∣∣∣
2

+ (2.3.13)

+

(
− q2

2q2
+ tan2 Θ

2

) ∑
J≥1

[∣∣∣〈Jk
f ‖T̂ el(q)‖Ji〉

∣∣∣
2

+
∣∣∣〈Jk

f ‖T̂mag(q)‖Ji〉
∣∣∣
2
]}

Rk.

Uwzgl¦dnili±my konieczno±¢ sumowania po wszystkich kanaªach k, wª¡czaj¡c w to kanaªy
ekskluzywne (procesy bez emisji nukleonu). Dalsze obliczenia wymagaj¡ wprowadzenia
konkretnego modelu j¡dra atomowego, a wi¦c zrobienia pewnych zaªo»e« o �zyce tarczy,
na której nast¦puje rozpraszanie. Nale»y te» pami¦ta¢, »e stany ko«cowe |Jf〉 powstaj¡
ze zªo»enia momentu p¦du j¡dra ko«cowego i rozkªadu fali pªaskiej wybitego nukleonu na
funkcje sferyczne.





3. DYNAMIKA PROCESÓW J�DROWYCH. MODELE TDA I RPA

Po skonstruowaniu modelu kinematycznego rozpraszania elektronu na j¡drze atomowym
nadszedª czas na przedstawienie metody opisu procesów zachodz¡cych wewn¡trz j¡dra.
Zakªadamy, »e hamiltonian ukªadu nukleonów tworz¡cych j¡dro daje si¦ zapisa¢ w postaci
poni»szego szeregu:

H =
∑

i

Ti +
1

2

∑

i6=j

Vi,j +
1

6

∑

i 6=j 6=k

Vi,j,k + · · · (3.0.1)

Kolejne wyrazy zwi¡zane s¡ z energi¡ kinetyczn¡ T pojedynczych nukleonów, oddziaªywa-
niem 2- i 3- ciaªowym. Zazwyczaj zakªada si¦, »e czªony wy»szych rz¦dów s¡ pomijalnie
maªe. Ze wzgl¦du na zªo»ono±¢ zagadnienia wprowadza si¦ wiele opisów przybli»onych.
Przybli»enia te umo»liwiaj¡ nam na numeryczne obliczenie takich obserwabli, jak spek-
trum wzbudze«, czy te» spin j¡dra atomowego. Dokªadno±¢, z jak¡ to robi¡ jest wyznacz-
nikiem u»yteczno±ci teorii.

W modelu powªokowym zast¦puje si¦ dwuciaªowe oddziaªywania mi¦dzynukleonowe
pewnym u±rednionym potencjaªem pochodz¡cym od wszystkich nukleonów tworz¡cych
stan podstawowy j¡dra. Oddziaªywanie trójciaªowe nie jest brane pod uwag¦. Tak wi¦c
hamiltonian przyjmuje posta¢:

HSM =
A∑

i=1

(Ti + Vi). (3.0.2)

Procedura ta pozwala, przy u»yciu tzw. potencjaªów efektywnych, na odtworzenie po-
tencjaªu jednociaªowego podobnego do cz¦sto u»ywanych potencjaªów empirycznych ( np.
potencjaªu Woodsa- Saxona). Obliczone za jej pomoc¡ poziomy energetyczne, spin oraz
jednociaªowe funkcje falowe (z których mo»na np. rekonstruowa¢ g¦sto±¢ rozkªadu ªa-
dunku, a wi¦c i szacowa¢ momenty elektromagnetyczne j¡dra) sprawdzaj¡ si¦ dobrze w
przypadku stanów podstawowych j¡der �magicznych� oraz posiadaj¡cych niewielka liczb¦
nukleonów walencyjnych. W obr¦bie modelu powªokowego udaªo si¦ równie» wyja±ni¢
wyj¡tkowo siln¡ energi¦ wi¡zania j¡der �magicznych�.

Dokªadniejsze modele bazuj¡ na powy»szej metodzie pola ±redniego, ale bior¡ pod
uwag¦ peªny hamiltonian dwuciaªowy:

H =
∑

i

(Ti + Vi) +
∑

i

(
1

2

∑

j 6=i

Vij − Vi) = H(0) + V. (3.0.3)

Oddziaªywanie jednociaªowe nie wyst¦puje w peªnym hamiltonianie (3.0.1) i jest �wªo»one
r¦k¡�, dlatego je odejmujemy w V . Zmiana hamiltonianu powoduje zmian¦ jego stanów
wªasnych. Problemem jest brak metod obliczeniowych na znalezienie rozwi¡zania peªnego
hamiltonianu dwuciaªowego. Dlatego te» ogranicza si¦ peªn¡ przestrze« Hilberta gene-
rowan¡ przez H w nadziei na znalezienie rozwi¡za« przybli»onych, które zadowalaj¡co
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odtworz¡ wyniki eksperymentów. Dwie metody s¡ szczególnie popularne. Zarówno przy-
bli»enie Tamma -Danco�a (TDA) jak i przybli»enie faz przypadkowych (RPA od random
phase approximation) opieraj¡ si¦ na analizie stanów wªasnych wzbudze« cz¡stka- dziura.
Ró»nica pomi¦dzy nimi tkwi w stanie podstawowym. TDA bazuje na pró»ni hamilto-
nianu jednociaªowego, ze wszystkimi orbitalami obsadzonymi a» do pewnego, ustalonego,
poziomu. W RPA stan podstawowy zawiera niewielk¡ domieszk¦ nisko le»¡cych kolektyw-
nych wzbudze«, co znacznie poszerza przestrze« rozwi¡za«. W tym rozdziale omówimy
oba te podej±cia (po±wi¦caj¡c wi¦cej uwagi modelowi RPA). Ich wyprowadzenia opiera¢
si¦ b¦d¡ na dwóch ró»nych formalizmach: mechaniki kwantowej i kwantowej teorii wielu
ciaª.

Wcze±niej jednak, w celu lepszego zrozumienia natury problemu, zajmiemy si¦ pewnym
kwantowomechanicznym modelem. Zostaª on zaproponowany przez Blocha w latach 60'
i opisany m.in. w [2] i [8]. W porównaniu do TDA i RPA uwzgl¦dnia o wiele wi¦ksz¡
przestrze« rozwi¡za«. Wyprowadzenie równa« TDA z w¡skiej podklasy stanów wªasnych
jednociaªowej bazy przestrzeni uwzgl¦dnianej przez Blocha, które zaprezentujemy w 3.3,
potwierdzi t¦ tez¦.

3.1 Uproszczony model rozpraszania do kontinuum wedªug Blocha
Rozwa»ania w tym podrozdziale s¡ opisem fragmentu cz¦±ci teoretycznej dwóch prac1 [8],
[2]. Z poni»szych rozwa»a« rozwin¦ªa si¦ idea modeli typu TDA2. Bazujemy jedynie na
zasadach mechaniki kwantowej.
Zakªadamy, »e j¡dro atomowe jest ukªadem A cz¡stek opisywanych hamiltonianem:

H = H0 + V. (3.1.1)

Tutaj H0 = T +
∑A

i=1 Vi jest hamiltonianem opisuj¡cym cz¡stki niezale»ne w zewn¦trz-
nym potencjale

∑
i Vi. W pewnym przybli»eniu cz¡stki mo»emy traktowa¢ jako niezale»ne

obiekty, poruszaj¡ce si¦ w efektywnym potencjale otrzymywanym z u±rednienia oddzia-
ªywania dwuciaªowego po wszystkich nukleonach3. Stany wªasne H0 zde�niuj¡ nam baz¦
funkcji jednociaªowych. Potencjaª V = 1

2

∑
i,j

i 6= j
Vi,j −

∑
i Vi jest resztkowym oddziaªy-

waniem dwuciaªowym. B¦dziemy je traktowa¢ jako maªe zaburzenie ukªadu. Odj¦li±my
w nim jednociaªowy potencjaª ±redni, gdy» ten zostaª uwzgl¦dniony w H0. Hamiltonian
H0 generuje jednocz¡stkowe stany zwi¡zane |φm〉 o energiach εm < 0 dla ka»dej warto±ci
l i j. Dla ka»dej dodatniej warto±ci energii ε > 0 istniej¡ te» stany kontinuum |φljε〉,
znormalizowane w nast¦puj¡cy sposób:

〈φljε|φl′j′ε′〉 = δl,l′δj,j′δ(ε− ε′). (3.1.2)

Energia nukleonu b¦dzie kryterium pozwalaj¡cym na zaklasy�kowanie stanu do grupy
stanów zwi¡zanych lub kontinuum. Niezaburzone funkcje wªasne ukªadu A nukleonów
konstruujemy z wyznaczników Slatera zªo»onych ze stanów |φm〉 i |φljε〉. Ograniczymy si¦
przy tym do funkcji zawieraj¡cych co najwy»ej 1 stan w kontinuum. Wtedy przestrze«

1 Niedost¦pnych w formie e-printu, ale ciekawych ze wzgl¦du na kwantowomechaniczn¡ prób¦ opisu
rezonansów j¡drowych przy rozpraszaniu inkluzywnym.

2 W dalszej cz¦±ci pracy wyprowadzimy t¡ teori¦ korzystaj¡c tylko z zasad mechaniki kwantowej.
3 Jedn¡ z metod na znalezienie takiego potencjaªu (Hartree-Fock) opiszemy przy okazji wyprowadzenia

równa« CRPA.
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kon�guracyjna podzieli si¦ na 2 ortogonalne podprzestrzenie 1 (tylko stany zwi¡zane) i 2
(1 stan w kontinuum). Wektory stanów z tych przestrzeni b¦dziemy oznacza¢ poprzez:

|m1,m2 · · · ,mA〉 ≡ |α〉 ∈ 1 (3.1.3)
|m1 · · · ,mA−1; ljε〉 ≡ |γ; ljε〉 ≡ |βε〉 ∈ 2.

Niezaburzone energie tych stanów oznaczamy poprzez Eα i Eγ+ε, gdzie Eγ ≡ Eβ to energia
N −1 zwi¡zanych cz¡stek. Najogólniejsza funkcja falowa w tej przestrzeni kon�guracyjnej
mo»e by¢ rozªo»ona na skªadowe |1〉 ∈ 1 oraz |2〉 ∈ 2

|Ψ〉 = |1〉+ |2〉 (3.1.4)
|1〉 =

∑
α

|α〉 aα

|2〉 =
∑

β

∫
dε |βε〉 aβ(ε)

gdzie aα i aβ(ε) to dowolne amplitudy.
Dwuciaªowe oddziaªywanie resztkowe V mo»emy rozªo»y¢ na 4 cz¦±ci odpowiadaj¡ce prze-
strzeniom 1 i 2:

V =

∣∣∣∣
V 11 V 12

V 21 V 22

∣∣∣∣ . (3.1.5)

Elementy macierzowe 〈α |V |α′〉 budowane z V 11 s¡ staªymi zale»nymi od dyskretnych liczb
α i α′ (stany zwi¡zane). Elementy V 12 i V 21, 〈α |V | βε〉 i 〈βε |V |α〉, s¡ ci¡gªymi funkcjami
ε i równocze±nie zale»¡ od α i β. Wedªug Blocha [2] czªon V 22 separuje si¦ na 2 cz¦±ci:

〈βε |V | β′ε′〉 = 〈γljε |V | γ′l′j′ε′〉 = δll′δjj′δ(ε− ε′) 〈γ |Vr| γ′〉+ 〈βε |Vd| β′ε′〉 . (3.1.6)
Pierwszy czªon Vr odpowiada oddziaªywaniu pomi¦dzy A−1 cz¡stkami w stanie zwi¡zanym
z pomini¦ciem cz¡stki w kontinuum, drugi za± odpowiada oddziaªywaniu/ mo»liwo±ci wy-
miany cz¡stki w kontinuum z pozostaªymi nukleonami. Mo»liwo±¢ takiej separacji mo»na
wykaza¢ z jawnej postaci elementu macierzowego:

(3.1.7)

〈βε |V | β′ε′〉 =

∫
d3x1 · · · d3xA

∑
P

(−1)Pφ∗m1
(x1) · · ·φ∗mA−1

(xA−1)φ
∗
n,ε(xA) ·

· (
∑
i,j

vi,j −
∑

i

vi)φm′
1
(xP(1)) · · ·φm′

A
(xP(A−1))φn′,ε′(xP(A)).

Tutaj P(i) oznacza permutacj¦ elementów zbioru A elementowego (liczymy wyznaczniki
Slatera). Za ka»dym razem, kiedy P(A) = A oraz i, j 6= A dostaniemy oddzielny czªon
zawieraj¡cy 〈φn,ε|φn′,ε′〉 = δn,n′δ(ε − ε′). Elementy macierzowe kontinuum liczy si¦ tak
samo, jak dla stanów zwi¡zanych, tj. na antysymetryzowanych funkcjach falowych. W ten
sposób bierzemy pod uwag¦ statystyk¦ fermionow¡ i zakaz Pauliego.
Zakªadamy, »e rozwi¡zanie równania Schrödingera dla peªnego hamiltonianu daje si¦ zapi-
sa¢ w tej bazie (oczywi±cie jest to przybli»enie). Tak wi¦c bierzemy funkcj¦ falow¡ postaci
(3.1.4) i rozwi¡zujemy ukªad równa« na wspóªczynniki a:

〈α| · | H |Ψ〉 = E |Ψ〉 (3.1.8)
〈βε| · | H |Ψ〉 = E |Ψ〉 .
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W jawnej postaci ukªad ten wygl¡da nast¦puj¡co:

(Eα − E)aα +
∑

α′
〈α |V |α′〉 aα′ +

∑

β′

∫
dε′ 〈α |V | β′ε′〉 aβ′(ε

′) = 0 (3.1.9)

(Eβ + ε− E)aβ(ε) +
∑

α′
〈βε |V |α′〉 aα′ +

∑

γ′
〈γ |Vr| γ′〉 aβ′(ε) +

+
∑

β′

∫
dε′ 〈βε |Vd| β′ε′〉 aβ′(ε

′) = 0.

Spodziewamy si¦, »e ukªad równa« zwi¡zanych z kontinuum b¦dzie wybieraª stany o ener-
gii nukleonu speªniaj¡cej zasad¦ zachowania energii. W praktyce oznacza to, »e amplitudy
aβ′(ε

′) b¦d¡ posiada¢ bieguny w ε′ caªkowalne wzgl¦dem ε′. Gwarantuje to nam, »e roz-
wi¡zania posiada¢ b¦d¡ sko«czon¡ norm¦.

Wedªug Blocha, amplitudy aβ(ε) zawieraj¡ osobliwo±ci zwi¡zane z asymptotycznym
zachowaniem si¦ rozwi¡za« (3.1.4) (na du»ym dystansie nukleon nie �widzi� ju» j¡dra
resztkowego). Zakªadamy, »e te osobliwo±ci s¡ caªkowalne. Redukujemy drugie z równa«
(3.1.9) poprzez usuni¦cie czªonów sko«czonych. To prowadzi do:

(Eβ + ε− E)aβ(ε) +
∑

γ′
〈γ |Vr| γ′〉 aβ′(ε) = 0. (3.1.10)

Tak wi¦c osobliwo±ci pojawiaj¡ si¦ dla ε = E − Eδ, które zwi¡zane s¡ z warto±ciami
wªasnymi równania:

(Eγ − Eδ)u
δ
γ +

∑

γ′
〈γ |Vr| γ′〉uδ

γ = 0. (3.1.11)

To równanie opisuje A− 1 nukleonów j¡dra resztkowego o liczbach kwantowych δ w prze-
strzeni stanów zwi¡zanych. Jest to poprawka do energii wªasnej j¡dra resztkowego zwi¡-
zana z dokªadnym oddziaªywaniem dwuciaªowym i z tego równania mo»emy szacowa¢
M∗

A−1. Wspóªczynniki uδ
γ opisuj¡ j¡dro resztkowe w tym przybli»eniu. Z tych równa«

wynika, »e osobliwo±ci zwi¡zane s¡ ±ci±le z zasad¡ zachowania energii: energia E ukªadu
jest asymptotycznie sum¡ energii nukleonu w kontinuum oraz j¡dra resztkowego.
Liczby kwantowe δ oraz l, j dla nukleonu w kontinuum de�niuj¡ kanaª reakcji, zwi¡zany z
rozwi¡zaniem równania. Przej±cie do bazy kanaªów reakcji z bazy wyznaczników Slatera
odbywa si¦ nast¦puj¡co:

|λε〉 = |δljε〉 =
∑

γ

uδ
γ |γljε〉 (3.1.12)

a ukªad równa« (3.1.9) przyjmuje posta¢:

(Eα − E)aα +
∑

α′
〈α |V |α′〉 aα′ +

∑

β′

∫
dε′ 〈α |V | β′ε′〉 aβ′(ε

′) = 0 (3.1.13)

(Eλ + ε− E)aλ(ε) +
∑

λ′

∫
dε′ 〈λε |V |λ′ε′〉 aλ′(ε

′) +

+
∑

α′
〈λε |V |α′〉 aα′ = 0.
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Zamiana Eδ na Eλ mo»liwa jest ze wzgl¦du na niezale»no±¢ tej wielko±ci od energii nukleonu
w kontinuum. Istnienie osobliwo±ci w tych równaniach jest bardziej uwidocznione, ni» w
(3.1.9). Oczywi±cie rozwi¡zania musz¡ by¢ caªkowalne (inaczej mieliby±my nieokre±lon¡,
niesko«czon¡ funkcj¦ falow¡), co pozostawia nam do wyboru:

aλ(ε) = Aλδ(ε + Eλ − E) + bλ(ε) (3.1.14)

bλ(ε) −−−−−−→
ε→E−Eλ

Bλ

ε + Eλ − E

lub ze wzgl¦du na wygod¦

lim
η→0

{
Aλδ(ε + Eλ − E) + Bλ

ε+Eλ−E±iη

}
= (3.1.15)

= (Aλ ∓ iπBλ)δ(ε + Eλ − E) + V p Bλ

ε+Eλ−E
.

Poprzez V p oznaczyli±my warto±¢ gªówn¡ Cauchy'ego. Te bieguny pojawiaj¡ si¦ w miejscu,
gdzie ró»nica energii j¡dra z dziur¡ i wybitego nukleonu wynosi E. Cz¦±¢ zawieraj¡ca
warto±¢ gªówn¡ Cauchy'ego zawiera informacje o stanach, w których ε 6= E − Eδ a wi¦c i
poprawk¦ na to, »e nasz model jest przybli»ony. Poniewa» aλ(ε) jest uniwersalna amplitud¡
w tego typu modelach, mo»emy wywnioskowa¢, »e analogiczne podstawienie b¦dzie sªuszne
tak»e w CTDA oraz CRPA.

Osobn¡ kwesti¡ jest regularyzacja funkcji falowych. Nietrudno sprawdzi¢, »e w przy-
padku istnienia bieguna typu delty Diraca, wyznaczaj¡cego pewien kanaª rozpraszania
opisany przez β0, norma funkcji falowej b¦dzie niesko«czona:

〈Ψ|Ψ〉 =
∑

α,α′
a∗α′aα 〈α′|α〉+ (3.1.16)

+
∑

β,β′

∫
dεdε′A∗δβ′,β0δ(ε

′ − E0)Aδβ,β0δ(ε− E0) 〈β′ε′|βε〉 =

=
∑

α

|aα|2 +
∑

β

∫
dε|A|2δ2

β,β0
δ2(ε− E0).

Niestety, autorzy [2], [5], [3] pomijaj¡ t¦ kwesti¦ milczeniem. Sama delta jest zwi¡zana z
zasad¡ zachowania energii. Prawdopodobnym rozwi¡zaniem problemu jest zde�niowanie
zagadnienia w sko«czonym pudle (np. emitowany nukleon jako fala pªaska- wzór (2.3.4)).
Wtedy nie mamy ci¡gªej energii nukleonu, tylko dyskretne warto±ci. To prowadzi do
zamiany kwadratu delty Diraca, który daje wynik niesko«czony, na kwadrat delty Kronec-
kera, a poszukiwana normalizacja przyjmuje poni»sz¡ posta¢:

〈Ψ|Ψ〉 =
∑

α

|aα|2 + |A|2. (3.1.17)

Konwencja ta zgadza si¦ z technik¡ oblicze« numerycznych, w których baza funkcji wªa-
snych musi by¢ sko«czona.

3.2 Hamiltonian w reprezentacji drugiego kwantowania i równania
Hartreego- Focka

Model Blocha daje bogaty opis dynamiki procesów kwazielastycznych. Niestety, peªna
przestrze« rozwi¡za« pisuj¡ca stany zwi¡zane oraz j¡dro+ nukleon w kontinuum jest na-
dal zbyt zªo»ona. Dla tak prostych j¡der, jak chocia»by 16

8 O, ilo±¢ mo»liwych dyskretnych
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stanów wzbudzonych jest wielka. Poza tym obliczanie za ka»dym razem elementów ma-
cierzowych postaci (3.1.7) jest technicznie trudne (dla 16

8 O wyst¦puje tam 16! ≈ 4.83 · 1012

permutacji jednonukleonowych funkcji falowych). Dlatego te» ograniczamy klas¦ rozwi¡-
za« do najbardziej prawdopodobnych wzbudze« typu para cz¡stka- dziura. W tej sytuacji
u»ycie formalizmu drugiej kwantyzacji, który wprowadza operatory kreacji i anihilacji nu-
kleonów, wydaje si¦ by¢ optymalnym rozwi¡zaniem. Notacja i rachunki w tym rozdziale
oraz zwi¡zanych z nim dodatkach opieraj¡ si¦ na [6], za wyj¡tkiem opisu stanów konti-
nuum.

Zacznijmy od zapisu hamiltonianu ukªadu w j¦zyku drugiej kwantyzacji oraz obja±nie-
nia stosowanej notacji. Zaªo»eniem naszego modelu jest mo»liwo±¢ sprowadzenia peªnego
hamiltonianu (3.0.1) do dwóch czªonów: jednociaªowego i potencjaªu dwuciaªowego odpo-
wiadaj¡cego za oddziaªywanie cz¡stka- dziura, tak wi¦c mamy poni»sz¡ formuª¦:

Ĥ ≈
∑

α,β

c†α
〈
α

∣∣∣T̂
∣∣∣ β

〉
cβ +

1

2

∑

α,β,γ,δ

c†αc†β 〈αβ |V | γδ〉 cδcγ. (3.2.1)

Greckimi literami oznaczono liczby kwantowe opisuj¡ce stan 1-cz¡stkowy4. Operatory
c†α/cα odpowiadaj¡ za kreacj¦/ anihilacj¦ nukleonu o liczbach kwantowych α i speªniaj¡
standardow¡ fermionow¡ relacj¦ komutacyjn¡:

{
c†α, cβ

}
= δα,β. (3.2.2)

Dodatkowym zaªo»eniem naszego modelu jest mo»liwo±¢ separacji pojedynczego nu-
kleonu. Oznacza to, »e przestaje by¢ on stanem zwi¡zanym o ujemnej energii i zestawie
liczb kwantowych {n, l, j,m}. Mo»emy go scharakteryzowa¢ pewn¡ dodatni¡ energi¡ ε
oraz liczbami kwantowymi momentu p¦du {l, j,m} Tak wi¦c

|α〉 ≡ |nα, lα, jα,mα〉 ; stan dyskretny (3.2.3)
|α〉 ≡ |εα, lα, jα,mα〉 ; stan kontinuum.

St¡d wynika, i» sumowanie po energiach jest sum¡ po dyskretnych stanach dla εα < 0 i
caªk¡ dla stanów kontinuum. Ze wzgl¦du na czytelno±¢ notacji w niektórych miejscach
b¦dziemy musieli korzysta¢ z osobnej notacji dla zbioru wszystkich liczb kwantowych za
wyj¡tkiem energii:

∑

[α]

≡
∑

lα,jα,mα

. (3.2.4)

odnosz¡cej si¦ jedynie do stanów kontinuum.
W dalszej cz¦±ci rozwa»a« dokonamy redukcji równa« ze wzgl¦du na m. Dlatego te»
wprowadzamy oznaczenie:

|α〉 ≡ |a,mα〉 . (3.2.5)
Dodatkowo oznaczymy |−α〉 ≡ |a,−mα〉.
Mo»emy zada¢ sobie pytanie, czy podstawowa relacja antykomutacyjna operatorów jest na-
dal standardowa, pomimo rozdziaªu przestrzeni na cz¦±¢ dyskretn¡ i kontinuum. Mo»emy
to sprawdzi¢ rozpisuj¡c komutator wzgl¦dem energii jednej z cz¡stek:

{
c†α, cβ

}
= δα,β ≡ δdyskr.

α,β Θ(−εα) + δ(εα − εβ)δ[α],[β]Θ(εα) (3.2.6)
4 Izospin zostaª chwilowo pomini¦ty dla prostoty oblicze«. Pó¹niej wyja±nimy, jak go, w razie potrzeby,

w prosty sposób przywróci¢.
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gdzie rozdzielili±my cz¦±¢ dyskretn¡ od kontinuum.
Dokonamy teraz transformacji kanonicznej, de�niuj¡cej operatory cz¡stek i dziur (omó-

wionej w dodatku F.1):

a†α ≡ c†α, α > F (3.2.7)
b†α ≡ S−αc−α, α < F.

Czynnik fazowy S−α wprowadzili±my w celu zapewnienia, »e operator b†α kreuje dziur¦ o
okre±lonym momencie p¦du. Dowód przedstawili±my w tym samym dodatku.

Wedªug naszego zaªo»enia ukªad daje si¦ opisa¢ w bazie niezale»nych stanów jedno-
cz¡stkowych. Chcieliby±my, »eby cz¦±¢ jednociaªowa hamiltonianu byªa diagonalna w tej
bazie. Musimy wi¦c rozwi¡za¢ zagadnienie wªasne dla cz¡stek niezale»nych, poruszaj¡cych
si¦ w pewnym potencjale u±rednionym pochodz¡cym od wszystkich cz¡stek w ukªadzie (ra-
chunki przedstawiono w dodatku F.1). Diagonalizacja ta prowadzi do równa« w postaci:

〈
β

∣∣∣T̂
∣∣∣ δ

〉
+

∑
α<F

(〈αβ |V |αδ〉 − 〈αβ |V | δα〉) = εβδβ,δ. (3.2.8)

Mo»emy te» zapisa¢ równanie Schrödingera dla funkcji jednociaªowej:

T̂ φδ(x2) +
∑
α<F

∫
d3x1

[
φ†α(x1)V (x1,x2)φα(x1)φδ(x2)+ (3.2.9)

− φ†α(x1)V (x1, x2)φδ(x1)φα(x2)
]

= εδφδ(x2).

S¡ to tak zwane równania Hartreego- Focka, w których nukleony poruszaj¡ si¦ w u±rednio-
nym potencjale j¡dra w stanie podstawowym5. Potencjaª dwuciaªowy w ogólno±ci zale»y
te» od liczb kwantowych nukleonów (w j¡drach atomowych wyst¦puje silne sprz¦»enie spin-
orbita), ale zale»no±¢ t¦ pomini¦to dla skrócenia notacji. Pierwszy z czªonów energii jest
po prostu lokalnym potencjaªem u±rednionym pochodz¡cym od g¦sto±ci cz¡stek w stanach
α, tworz¡cych stan podstawowy j¡dra:

vdir. =
∑
α<F

∫
d3x1|φα(x1)|2V (x1,x2), (3.2.10)

drugi za± jest nielokalnym potencjaªem �wymiany� pomi¦dzy dwoma ró»nymi stanami
jednocz¡stkowymi:

vexch. =
∑
α<F

φα(x2)

∫
d3x1φ

†
α(x2)V (x1,x2)U(x1 − x2) (3.2.11)

gdzie U(x1 − x2) to kwantowomechaniczny unitarny operator translacji przestrzennej z
punktu x2 do punktu x1, speªniaj¡cy równanie

U(x1 − x2)φα(x2) = φα(x1). (3.2.12)

Generatorem takiego przesuni¦cia jest, jak nietrudno sprawdzi¢, operator p¦du. Jawna
posta¢ operatora translacji zadana jest wzorem:

U(x1 − x2) = exp(−i(x1 − x2)p̂). (3.2.13)
5 Formalizm ten sprawdza si¦ dobrze w innych kwantowych zagadnieniach wielu ciaª, np. w teorii

elektronów w metalu, czy te» powªok atomów wieloelektronowych.



3. Dynamika procesów j¡drowych. Modele TDA i RPA 32

Mo»emy powiedzie¢, »e czªon wymiany zwi¡zany jest z �przeskokami� pomi¦dzy stanami
δ i α6. Oba czªony skªadaj¡ si¦ na tzw. potencjaª Hartreego- Focka:

vHF = vdir. − vexch.. (3.2.14)

Ukªad równa« (3.2.9) nie jest ukªadem jawnym, rozwi¡zywalnym w jednej iteracji. Nale»y
go rozwi¡zywa¢ w sposób samouzgodniony. Startujemy z pewnej bazy {φα}(0), rozwi¡zu-
jemy dla niej ukªad Hartreego- Focka, otrzymuj¡c funkcje {φα}(1), te z kolei wkªadamy z
powrotem do oblicze« itd. Procedura jest powtarzana a» do osi¡gni¦cia zbie»no±ci, tj. do
momentu, w którym funkcje {φα}(i+1)) oraz ich energie wªasne ε

(i+1)
α nie ró»ni¡ si¦ w zna-

cz¡cy sposób od {φα}(i) oraz ε
(i)
α . Odpowiada to sumowaniu kolejnych poprawek pierwszego

rz¦du do energii wªasnej cz¡stek w ukªadzie wielociaªowym: pojedyncza cz¡stka oddziaªuje
w sposób u±redniony z reszt¡, z kolei reszta te» oddziaªuje sama ze sob¡ nawzajem itd.
Otrzymane w ten sposób rozwi¡zania posªu»¡ nam do konstrukcji ±redniopolowego stanu
podstawowego oraz energii nieoddziaªuj¡cych wzajemnie cz¡stek i dziur.

Hamiltonian w bazie jednocz¡stkowej zadanej przez (3.2.9), z cz¦±ci¡ jedniociaªow¡
przepisan¡ za pomoc¡ operatorów cz¡stek i dziur, przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

Ĥ = H0 + Ĥ1 + Ĥ2 (3.2.15)

H0 =
∑
α<F

(Tα +
1

2
Vα)

Tα ≡
〈
α

∣∣∣T̂
∣∣∣α

〉
, Vα ≡

∑

β<F

(〈αβ |V |αβ〉 − 〈αβ |V | βα〉)

Ĥ1 =
∑
α>F

εαa†αaα −
∑
α<F

εαb†−αb−α

Ĥ2 =
1

2

∑

α,β,γ,δ

〈αβ |V | γδ〉 : c†αc†βcδcγ :

Uwaga do notacji: zauwa»my, »e odpowiednio H0 + Ĥ1 ≡ H(0) oraz Ĥ2 ≡ V z teorii
Blocha. Tutaj εα = Tα + Vα to energie wªasne obliczone w równaniach Hartreego- Focka,
odpowiadaj¡ce energiom cz¡stek i dziur niezaburzonym przez resztkowe oddziaªywanie. Co
wi¦cej, stan podstawowy Hartreego- Focka, w którym wszystkie poziomy s¡ obsadzone a»
do F , jest stanem wªasnym jednociaªowej cz¦±ci Hamiltonianu. Pró»ni¦ Hartreego-Focka
w reprezentacji poªo»eniowej mo»emy zapisa¢ nast¦puj¡cym wzorem:

|0HF 〉 = N
∑
P

(−1)P
F∏

i=1

c†1(xP(1)) . . . ...c†F (xP(F )) |0〉 (3.2.16)

gdzie N to czynnik normalizacyjny, dzi¦ki któremu 〈0HF |0HF 〉 = 1. Zachowali±my wpro-
wadzon¡ w poprzednim rozdziale konwencj¦ antysymetryzacji funkcji falowej. Operatory
c†i (x) odpowiadaj¡ za kreacj¦ nukleonu na i- tym orbitalu. Zauwa»my, »e ten stan speªnia:

aα |0HF 〉 = bα |0HF 〉 ≡ 0 (3.2.17)
6 �cisªa interpretacja tych równa« mo»liwa jest dopiero w obr¦bie kwantowej teorii wielu ciaª, gdzie

zaczynamy od równania Dysona, przybli»aj¡c nieprzywiedln¡ energi¦ wªasn¡ niesko«czonym szeregiem
poprawek pierwszego rz¦du. Nielokalny potencjaª wymiany jest wªa±nie t¡ nieprzywiedln¡ energi¡ wªasn¡.
Szczegóªowe wyprowadzenie z komentarzem znajdziemy m.in. w [6].
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Zalet¡ hamiltonianu (3.2.15) jest diagonalno±¢ H0 + Ĥ1 oraz to, »e
〈
0HF

∣∣∣Ĥ2

∣∣∣ 0HF

〉
znika.

Przytoczona tutaj transformacja pochodzi z [6].
Przybli»enie Hartreego- Focka nie nadaje si¦, niestety, do opisu wzbudze« kolektywnych

i dlatego musimy wypracowa¢ inne podej±cia, które przedstawimy w kolejnych rozdziaªach.

3.3 Wyprowadzenie równa« TDA w ramach formalizmu
mechaniki kwantowej

Najprostszym podej±ciem do opisu wzbudze« kolektywnych jest TDA. Jego prostota jest
tak wielka, »e wyprowadzimy go rozwa»aj¡c pewn¡ podklas¦ przestrzeni rozwi¡za« uwzgl¦d-
nionej w modelu Blocha, rezygnuj¡c z formalizmu drugiej kwantyzacji. W cytowanych
pracach nie stosuje si¦ tego podej±cia. Zakªadamy, »e oddziaªywanie jednociaªowe Vi jest
zadane potencjaªem samouzgodnionym Hartreego- Focka, tj.:

Vi = V HF
i (3.3.1)

Stan podstawowy hamiltonianu jednociaªowego H0 b¦dzie wtedy pró»ni¡ Hartreego-
Focka |0HF 〉 o caªkowicie zapeªnionych powªokach a» do pewnego poziomu F (wzór (3.2.16)).
Jedyne wzbudzenia, które b¦dziemy brali pod uwag¦, b¦d¡ polegaªy na usuni¦ciu jednego
nukleonu ze stanu podstawowego i przeniesieniu go powy»ej poziomu F . St¡d notacja ↑.
Tak, jak uprzednio, stany speªniaj¡ce ten warunek tworz¡ 2 przestrzenie kon�guracyjne
zawieraj¡ce tylko stany zwi¡zane i jeden stan w kontinuum odpowiednio. Zawieraj¡ si¦
one w przestrzeni rozpatrywanej przez Blocha. Wprowad¹my notacj¦:

∣∣m1
1 . . .mi

im
i+2
i+1 . . . mA

A−1m
p
A

〉 ≡ |α ↑〉 ∈ 1 ↑ ⊂ 1 (3.3.2)∣∣m1
1 . . .mi

im
i+2
i+1 . . .mA

A−1; ljε
〉 ≡ |γ ↑; [p]ε〉 ≡ |βε ↑〉 ∈ 2 ↑ ⊂ 2.

Gdzie, jak uprzednio, m oznacza liczby kwantowe opisuj¡ce stan jednocz¡stkowy a dolny
indeks oznacza numer nukleonu w j¡drze. Dodatkowy górny indeks natomiast numer stanu.
Taki zapis oznacza, »e jeden z nukleonów zostaª �wyj¦ty� ze swojego orbitalu i przeniesiony
do innego, o wy»szej energii, zostawiaj¡c po sobie puste miejsce. Indeks p oznacza liczby
kwantowe nukleonu na poziomie o wy»szej energii, natomiast {[p], ε} oznacza moment
p¦du i energi¦ cz¡stki w kontinuum. Od tej pory nukleon w stanie wzbudzonym b¦dziemy
nazywa¢ cz¡stk¡ (p jak particle), natomiast pozostawion¡ po nim luk¦- dziur¡ (h jak hole ).
Poniewa» jedyn¡ ró»nic¡ pomi¦dzy wektorami tej przestrzeni s¡ indeksy stanu, z którego
wyj¦li±my nukleon oraz stanu, do którego tra�ª, ªatwo wykaza¢, i»:

〈α′ ↑ |α ↑〉 ≡ δα↑,α′↑ ≡ δp,p′δh,h′ ≡ 〈p′h′|ph〉 (3.3.3)
〈β′ε′ ↑ |βε ↑〉 ≡ δβ↑,β′↑δ(εp − εp′) ≡ δ[p],[p′]δh,h′δ(εp − εp′) ≡ 〈[p′]εp′h

′|pεph〉 .
Do numeracji stanów wystarczy nam znajomo±¢ liczb kwantowych p i h (b¡d¹ te» [p], ε i
h). To oznacza, »e mo»emy zmieni¢ notacj¦ na:

|α ↑〉 ≡ |ph〉 (3.3.4)
|β ↑ ε〉 ≡ |[p]hεp〉 .

Warto te» zwróci¢ uwag¦ na to, »e usuwaj¡c ze stanu podstawowego o J = 0 cz¡stk¦ o
momencie p¦du j, m powinni±my uwzgl¦dni¢ pewien czynnik symetrii, aby dziura równie»
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miaªa moment p¦du j, m. Dyskusj¦ t¡ odªo»ymy do dodatku F.1, dotycz¡cego formali-
zmu CRPA, gdzie czynniki fazowe zostan¡ wyprowadzone w ramach formalizmu �drugiej
kwantyzacji�. Na razie zakªadamy, »e czynnik ten zostaª uwzgl¦dniony w de�nicji funkcji
falowych. �atwo znale¹¢ energi¦ niezaburzon¡ stanów |ph〉:

H0 |ph〉 = (εp − εh + E0) |ph〉 (3.3.5)
gdzie:

H0 |0 ↑〉 = E0 |0 ↑〉 (3.3.6)
to energia stanu podstawowego j¡dra w przybli»eniu pola ±redniego. Taka posta¢ energii
wzbudze« stanów niezaburzonych wynika z faktu, »e usuwamy jedn¡ z funkcji falowych
stanu podstawowego, odejmuj¡c niezaburzon¡ energi¦ εh, i tworzymy funkcj¦ falow¡ w
stanie wzbudzonym, dodaj¡c εp.

Funkcj¦ wªasn¡ peªnego hamiltonianu zapiszemy w postaci:
∣∣ΨE ↑〉 = |1 ↑〉+ |2 ↑〉 ≡

dysk.∑

p,h

aE
ph |ph〉+

kont.∑

[p],h

∫
dεpa

E
[p]h(εp) |[p]hεp〉 (3.3.7)

speªniaj¡c¡ równanie Schrödingera:
(H0 + V )

∣∣ΨE ↑〉 = E
∣∣ΨE ↑〉 . (3.3.8)

Warunek normalizacyjny jest nast¦puj¡cy:

1 =
∑

ph

|aE
ph|2 +

kont.∑

[p]h

∫
dεp|aE

[p]h(εp)|2 (3.3.9)

Dalej post¦pujemy podobnie, jak w poprzednim paragra�e, a mianowicie liczymy elementy
macierzowe hamiltonianu:

(εp − εh − E + E0)a
E
ph +

dysk.∑

p′,h′
〈ph |V | p′h′〉 aE

p′h′+ (3.3.10)

+
kont.∑

[p′],h′

∫
dεp′ 〈ph |V | [p]′h′εp′〉 aE

[p′]h′(εp′) = 0

(εp − εh − E + E0)a
E
[p]h(εp) +

dysk.∑

p′,h′
〈[p]hεp |V | p′h′〉 aE

p′h′+

+
kont.∑

[p′],h′

∫
dεp′ 〈[p]hεp |V | [p]′h′εp′〉 aE

[p′]h′(εp′) = 0.

Poniewa» energia rozwi¡zania dla peªnego hamiltonianu ma posta¢ E = E0 +ω, gdzie ω to
ró»nica energii pomi¦dzy rozwi¡zaniem w naszym przybli»eniu a stanem podstawowym7,
podstawiamy −E + E0 ≡ ω oraz wszystkie indeksy E w amplitudach na ω.

Kªopot mo»e sprawi¢ interpretacja elementów macierzowych oddziaªywania resztko-
wego. Jak ju» wiemy, V =

∑
i,j vi,j −

∑
i vi, gdzie vi to potencjaª Hartreego- Focka. Wzór

(3.1.7) przedstawia jawn¡ posta¢ wzoru na element 〈ph |V | p′h′〉. Wa»nym spostrze»eniem
jest, »e elementy macierzowe potencjaªu s¡ to»samo±ciowo równe zero dla stanów ró»ni¡-
cych si¦ stanem wi¦cej, ni» dwóch cz¡stek. W celu okre±lenia, które wyra»enia dadz¡

7 Mo»e reprezentowa¢ np. przekaz energii ν przy rozpraszaniu elektronów
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Fig. 3.1: Rysunek pomocniczy do interpretacji elementów macierzowych potencjaªu resztkowego,
zwi¡zanych z oddziaªywaniem dwuciaªowym Vi,j .

niezerowy wkªad, skonstruowali±my kilka rysunków pomocniczych. O± y przedstawia nu-
mer orbitalu. Zaznaczono tam poziom F , do którego wypeªniony jest stan podstawowy.
Peªne kóªka reprezentuj¡ nukleony (dla rozró»nienia ciemniejszym kolorem reprezentujemy
cz¡stk¦), natomiast puste miejsca poni»ej F reprezentuj¡ dziury. Dla ortogonalnych i caª-
kowicie ró»nych od siebie stanów (p 6= p′ i p 6= p′) (rys. 3.3 (a)) widzimy, »e jedyne
niezerowe elementy macierzowe wyst¡pi¡, gdy oddziaªywanie potencjalne poª¡czy ze sob¡
funkcje falowe ró»ni¡ce oba stany. Wynika to z ortonormalno±ci ukªadu funkcji jednocz¡st-
kowych. �atwo odczyta¢, »e funkcja falowa h′ zawarta jest w 〈ph| (co wynika z jej braku
w |p′h′〉- to wªa±nie de�niuje dziur¦). Kolejne spostrze»enie- oddziaªywanie zaznaczone
liniami ci¡gªymi wi¡»e si¦ z parzyst¡ permutacj¡ funkcji falowej nukleonów, przerywanymi
za±- z nieparzyst¡, co de�niuje znaki w wyra»eniu. Dostaniemy wi¦c wielko±¢:

a) =
1

2

∫
d3x1

∫
d3x2

[
φ†p′(x1)φ

†
h(x2)Vp1,p2,h1,h2(x1 − x2)φp(x1)φh′(x2) + (3.3.11)

− φ†p′(x1)φ
†
h(x2)Vp1,p2,h1,h2(x1 − x2)φh′(x1)φp(x2)

]
+ {x1 ↔ x2}.

Wprowadzimy skrócony zapis powy»szego równania:

vph;p′h′ ≡
∫

d3x1d
3x2

[
φ†p′(x1)φ

†
h(x2)V (x1 − x2)φp(x1)φh′(x2) + (3.3.12)

− φ†p′(x1)φ
†
h(x2)V (x1 − x2)φh′(x1)φp(x2)

]

gdzie indeksy cz¡stek i dziur w potencjale dwuciaªowym zostaªy pomini¦te dla skrócenia
zapisu. Reprezentuje ona efektywne oddziaªywanie par cz¡stka- dziura. Chcieliby±my
sprawdzi¢, czy inne elementy macierzowe te» przyjm¡ tak¡ form¦.

Sytuacja staje si¦ trudniejsza w przypadku 3.3 (b), w którym liczby kwantowe cz¡stek
s¡ równe. Mamy tam niezerowy wkªad nie tylko od wyra»enia typu (3.3.11) ale i od od-
dziaªywa« pomi¦dzy cz¡stkami j¡dra resztkowego 3.3 (c). A chcieliby±my, »eby elementy



3. Dynamika procesów j¡drowych. Modele TDA i RPA 36

potencjaªu resztkowego zale»aªy jedynie od indeksów i funkcji falowych cz¡stki i dziury. W
tym miejscu na pomoc przychodzi potencjaª jednociaªowy Hartreego- Focka. Oka»e si¦, »e
kasuje on wszystkie czªony niezwi¡zane z oddziaªywaniem cz¡stka- dziura. Rysunek przed-

Fig. 3.2: Gra�czne przedstawienie konstrukcji elementów macierzowych V HF .

stawia schematyczn¡ konstrukcj¦ elementów macierzowych potencjaªu Hartrego- Focka w
reprezentacji poªo»eniowej. Porównuj¡c wzory (3.2.9) i (3.1.7) oraz rysunek, zauwa»amy,
»e:

〈
β

∣∣V HF
∣∣ γ

〉
=

∑
α<F

∫
d3xd3x′(φ†β(x)φ†α(x′))V (x− x′) · (3.3.13)

· (φδ(x)φα(x′)− φδ(x
′)φα(x)) ≡

∑
α<F

vβα;γα.

Spostrze»enie to pozwoli nam pogrupowa¢ pozostaªe typy wyrazów opisuj¡cych elementy
macierzowe potencjaªu resztkowego. Od tej pory zawsze b¦dziemy ª¡czy¢ parami czªony
�bezpo±rednie� i czªony �wymiany� (jak na rys. 3.3).

Policzymy teraz elementy macierzowe 〈ph |V | p′h′〉, które s¡diagonalne w indeksach p
lub h. Zacznijmy od elementu, w którym p = p′ i h = h′ 8. Zauwa»my, »e bierzemy pod
uwag¦ tylko niezerowe poª¡czenia funkcji falowych (tj. wybieramy identyczne pary stanów
po obu stronach nawiasu Diraca i ª¡czymy je oddziaªywaniem bezpo±rednim i wymiany).
Wtedy wida¢, »e sumujemy elementy 1

2
vαβ;αβ po wszystkich indeksach za wyj¡tkiem h:

〈
ph

∣∣∣∣∣∣∣
1

2

∑
i,j

i 6=j

Vi,j

∣∣∣∣∣∣∣
ph

〉
=

1

2

∑

α,β={1...F,p}/h

vαβ;αβ (3.3.14)

Idea takiego grupowania wyrazów i prowadzenia oblicze« zostaªa przedstawiona na rys.
8 Zauwa»my, »e tutaj numer wspóªrz¦dnej odpowiada bezpo±rednio orbitalowi, a wi¦c liczbom kwanto-

wym nukleonu w 〈 |.
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Fig. 3.3: Graf przedstawiaj¡cy sposób rozwi¡zania (3.3.15). Suma oddziaªywa« dwuciaªowych
pomi¦dzy wszystkimi nukleonami w stanie |ph〉 daje si¦ zapisa¢, jako ró»nica energii
Hartreego- Focka cz¡stki i dziury oraz elementu macierzowego vph;ph.

3.3. Mo»emy teraz przyst¡pi¢ do oblicze«.

(3.3.15)
〈

ph

∣∣∣∣∣∣
1

2

∑
i,j

i 6= j

Vi,j

∣∣∣∣∣∣
ph

〉
=

1

2

∑
α,β=

{1 . . . F, p}/h

vαβ;αβ ± 1

2

∑
α=

{1 . . . F, p}/h

vαh;α,h =

=
1

2

∑
α={1...F,p}/h

β = {1 . . . F, p}

vαβ;αβ − 1

2
vph;ph − 1

2

∑
α=

{1 . . . F, p}/h

vαh;αh ±

± 1

2

∑
α=

{1 . . . F, p}/h

vhβ;hβ =

=
∑

α=
{1 . . . F, p}

〈
α

∣∣V HF
α

∣∣α
〉− 〈

h
∣∣V HF

h

∣∣ h
〉− vph;ph.

W ostatniej równo±ci skorzystali±my z faktu, »e:

vαβ;αβ = vβα;βα. (3.3.16)

Wida¢, »e pierwsze dwa czªony skróc¡ si¦ z
〈
ph

∣∣∑
i V

HF
i

∣∣ ph
〉
. Dostaniemy wi¦c równanie:

〈
ph

∣∣∣∣∣∣∣
1

2

∑
i,j

i6=j

Vi,j −
∑

i

V HF
i

∣∣∣∣∣∣∣
ph

〉
= −vph;ph. (3.3.17)
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Policzymy teraz element macierzowy dla p′ = p i h′ 6= h:

(3.3.18)〈
ph′

∣∣∣∣∣
1

2

∑

i6=j

Vij

∣∣∣∣∣ ph

〉
=

1

2

∑

α={1...F,p}/{h,h′}

〈
αh′

∣∣V (2)
∣∣αh

〉
+

+
1

2

∑

α={1...F,p}/{h,h′}

〈
h′α

∣∣V (2)
∣∣hα

〉
+

− 1

2

∑

α={1...F,p}/{h,h′}

〈
αh′

∣∣V (2)
∣∣hα

〉
+

− 1

2

∑

α={1...F,p}/{h,h′}

〈
h′α

∣∣V (2)
∣∣αh

〉
.

Korzystamy teraz z faktu, »e:
〈
αβ

∣∣V (2)
∣∣ αβ

〉
=

〈
βα

∣∣V (2)
∣∣ βα

〉
(3.3.19)

mo»emy doda¢ do siebie czªony w powy»szym równaniu:
〈

ph′
∣∣∣∣∣
1

2

∑

i6=j

Vij

∣∣∣∣∣ ph

〉
=

∑

α={1...F,p}/{h,h′}
vαh;αh′ = (3.3.20)

=
〈
h′

∣∣V HF
hh′

∣∣ h
〉

+ vph;ph′ .

Znowu czªony z potencjaªem Hartreego- Focka skróc¡ si¦ nawzajem. Tak wi¦c:

〈ph |V | ph′〉 = vph;ph′ . (3.3.21)

W analogiczny sposób dostaniemy dla p 6= p′ i h = h′:

〈ph |V | p′h〉 = −vph;p′h. (3.3.22)

Tutaj znowu mamy zmian¦ znaku przy wyst¡pieniu dwóch identycznych indeksów dziuro-
wych. Ma to prawdopodobnie zwi¡zek ze wspóªczynnikami symetrii funkcji falowej dziury,
które zostan¡ omówione szerzej w dodatku F.1. Zde�niujmy:

ṽph;p′h′ = (−1)δh,h′vph;p′h′ . (3.3.23)

Dodatkowe znaki �-� wejd¡ do de�nicji elementów macierzowych. Równania na wspóª-
czynniki funkcji falowych przybior¡ posta¢:

(3.3.24)

(εp − εh − ω)aω
ph +

dysk.∑

p′,h′
ṽph;p′h′a

ω
p′h′ +

kont.∑

[p′],h′

∫
dεp′ ṽph;[p′]h′εp′a

ω
[p′]h′(εp′) = 0

(εp − εh − ω)aω
[p]h(εp) +

dysk.∑

p′,h′
ṽ[p]hεp;p′h′a

ω
p′h′ +

+
kont.∑

[p′],h′

∫
dεp′ ṽ[p]hεp;[p′]h′εp′a

ω(εp′) = 0
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i s¡ to równania CTDA. Rezultat ten jest o tyle ciekawy, »e do jego uzyskania wykorzysta-
li±my jedynie zwykª¡ mechanik¦ kwantow¡, bez u»ywania formalizmu drugiej kwantyzacji.
Metoda zaprezentowana np. w [6] opiera si¦ na równaniach ruchu Heisenberga dla opera-
tora kreacji pary cz¡stka- dziura.

Ukªad równa« CTDA pozwala na znalezienie funkcji wªasnych hamiltonianu (3.0.3) w
przestrzeni obci¦tej do wzbudze« par cz¡stka dziura ze stanem podstawowym zadanym
przez pró»ni¦ równa« Hartreego- Focka (3.2.9). Szukamy rozwi¡za« w postaci funkcji
falowej (3.3.7) dla danej zmiany energii ukªadu z EHF

0 do EHF
0 +ω, gdzie ω mo»e oznacza¢

np. przekaz energii ν w rozpraszaniu elektronów na j¡drze.
Inn¡ ciekaw¡ cech¡ jest brak separacji elementów macierzowych oddziaªywania (3.1.6),

gdy» z de�nicji ṽph;p′h′ wyznacza oddziaªywania dla i = A lub j = A (wedªug notacji
Blocha). Oznacza to, »e nie mamy poprawki od oddziaªywa« resztkowych do stanu j¡dra
resztkowego (3.1.11), gdy» wyrazy z ni¡ zwi¡zane skróciªy si¦ z oddziaªywaniem Hartreego-
Focka. Ewentualny rezonans istnieje dla εp = εh + ω, a stan j¡dra ko«cowego wyznaczamy
przez okre±lenie orbitalu, z którego usuwamy nukleon.

Wyprowadzenie równa« TDA w ramach mechaniki kwantowej jest »mudnym zadaniem.
To zapewne zadecydowaªo o u»yciu innej metody przez [6], gdzie caªe wyprowadzenie
zajmuje 2 strony.

W TDA zakªadamy, »e nie ma mo»liwo±ci istnienia wzbudze« kolektywnych w stanie
podstawowym j¡dra. Zuba»a to w du»ym stopniu �zyk¦ naszego ukªadu. Zagadnieniem
rozszerzonym o ten czynnik zajmuje si¦ kolejny model, a mianowicie RPA.

3.4 Wyprowadzenie równa« CRPA
Punktem wyj±ciowym w tych rozwa»aniach jest zamiana stanu podstawowego z pró»ni
Hartreego- Focka |0HF 〉 na pewien stan |Ψ0〉 zawieraj¡cy niewielk¡ domieszk¦ wzbudze«
kolektywnych. Równania wyprowadza¢ b¦dziemy w formali¹mie drugiej kwantyzacji. Roz-
dziaª ten bazuje na [6].

Idea tego modelu jest prosta: zakªadamy, »e podczas rozpraszania elektronu na j¡drze
nast¦puje usuni¦cie cz¡stki ze stanów obsadzonych i przeniesienie jej do jakiego± stanu
wzbudzonego b¡d¹ kontinuum. Dlatego te» wprowadzamy operator kreacji pary cz¡stka-
dziura w stanach |α〉 i |β〉:

ζ̂†αβ ≡ a†αb†β. (3.4.1)

Zaªo»yli±my, »e stan podstawowy mo»e zawiera¢ pewn¡ liczb¦ par cz¡stka- dziura, które
mog¡ zmieni¢ swój stan w trakcie procesu. St¡d te» kolejny operator, tym razem anihilu-
j¡cy tak¡ par¦9:

ζ̂αβ ≡ bβaα. (3.4.2)

Zmiana stanu pró»ni poci¡ga za sob¡ pewien problem. Musimy stosowa¢ przybli»enie
stosowane do komutatora tych dwóch operatorów. Zapiszemy ten komutator w jawnej
postaci:

[
ζ̂αβ, ζ̂†γδ

]
= bβaαa†γb

†
δ − a†γb

†
δbβaα = δα,γδβ,δ − δβ,δa

†
γaα − δα,γb

†
γbβ. (3.4.3)

9 Uwaga do notacji: pierwszy zestaw liczb kwantowych w operatorze zawsze oznacza cz¡stk¦, drugi-
dziur¦.
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Równania CRPA wyprowadzimy obliczaj¡c warto±ci oczekiwane operatorów w stanie pod-
stawowym10:

〈
Ψ0

∣∣∣
[
ζ̂αβ, ζ̂†γδ

]∣∣∣ Ψ0

〉
= δα,γδβ,δ − δβ,δ

〈
Ψ0

∣∣a†γaα

∣∣ Ψ0

〉− δγ,α

〈
Ψ0

∣∣∣b†δbβ

∣∣∣ Ψ0

〉
. (3.4.4)

Pami¦tajmy, »e |Ψ0〉 nie jest ju» pró»ni¡ jednocz¡stkow¡ Pierwszy czªon jest typowym
bozonowym komutatorem. Przy równych indeksach dwa pozostaªe czªony odzwierciedlaj¡
prawdopodobie«stwo znalezienia cz¡stki i dziury o pewnych ustalonych liczbach kwanto-
wych w stanie podstawowym ukªadu. Przy zaªo»eniu, »e w stanie podstawowym g¦sto±¢
cz¡stek/dziur jest o wiele mniejsza, ni» liczba nukleonów w j¡drze, stosuje si¦ nast¦puj¡ce
przybli»enie:

[
ζ̂αβ, ζ̂†γδ

]
≈ δα,γδβ,δ ≡ δ[α],[γ]δβ,δ(Θ(−εα)δnα,nγ + Θ(εα)δεα,εγ ) (3.4.5)

gdy» to wªa±nie ta cz¦±¢ komutatora daje istotny wkªad do warto±ci oczekiwanych. Przy-
bli»enie to, nazywane przybli»eniem kwazibozonowym, jest sªabym punktem teorii CRPA,
gdy» wprowadza na starcie pewien bª¡d do równa«. Od tej pory b¦dziemy stosowa¢ no-
tacj¦ =̇ w celu pozostawienia w równaniach czªonów daj¡cych istotny wkªad. Tak wi¦c
np.

[
ζ̂αβ, ζ̂†γδ

]
=̇δα,γδβ,δ. (3.4.6)

Maj¡c wprowadzone podstawowe poj¦cia mo»emy okre±li¢ posta¢ stanu wzbudzonego o
energii ω + ε0:

|Ψω〉 ≡ Q†ω |Ψ0〉 ≡



dysk.∑

α,β

+
kont.∑

[α],β

∫ ∞

0

dεα




(
X∗ω

αβ ζ̂†αβ + Y ∗ω
αβ ζ̂αβ

)
|Ψ0〉 (3.4.7)

gdzie X∗ω
αβ i Y ∗ω

αβ to liczby, które okre±laj¡ prawdopodobie«stwo znalezienia/ zniszczenia
w stanie ko«cowym pary cz¡stka-dziura opisanej liczbami kwantowymi p, h11. Stosuj¡c
przybli»enie (3.4.5) widzimy, »e:

Xω
αβ =

〈
Ψω

∣∣∣ζ̂†αβ

∣∣∣ Ψ0

〉
(3.4.8)

Y ω
αβ =

〈
Ψω

∣∣∣ζ̂αβ

∣∣∣ Ψ0

〉

Zwró¢my uwag¦ na identyczno±¢ znacze« X∗ω
αβ oraz aω

ph z równa« CTDA (3.3.24). Stan
podstawowy teorii |Ψ0〉 de�niujemy w sposób nast¦puj¡cy:

Qω |Ψ0〉 = 0 (3.4.9)

przy czym zwi¡zek ten zachodzi dla dowolnego ω. Mo»na go skonstruowa¢ dziaªaj¡c kom-
binacj¡ liniow¡ operatorów ζ̂†αβ na stan podstawowy przybli»enia Hartreego- Focka. Znale-
zienie odpowiedniego stanu podstawowego jest skomplikowan¡ operacj¡ [9]. W tym miejscu
musimy o nim wiedzie¢, »e:
10 Ze wzgl¦du na dªugo±¢ notacji od tej pory pomijamy indeks CRPA w nazwach ( |Ψ0〉 ≡ |0CRPA〉 itd.).
11 Zastanawiaj¡cy jest fakt wprowadzenia niezerowych wspóªczynników Y ∗ω

αβ dla anihilacji pary cz¡stka-
dziura z cz¡stk¡ w kontinuum. Stan podstawowy |0〉 to j¡dro atomowe i nie ma »adnych swobodnych nukle-
onów. Jednak»e z jakiego± powodu we wszystkich cytowanych tutaj pracach wspóªczynnik ten wyst¦puje.
Dlatego i my go (przynajmniej tymczasowo) zachowamy.
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1. Jest unormowany: 〈Ψ0|Ψ0〉 = 1.

2. Nie musi by¢ zwi¡zany z bezwzgl¦dnym minimum energii peªnego hamiltonianu, ale
wszystkie wzbudzenia konstruowane na jego podstawie poprzez dziaªanie operatorów
Q̂†ω maj¡ energie wy»sze.

3. G¦sto±¢ dziur i cz¡stek jest na tyle maªa, »e przybli»enie bozonowe (3.4.5) funkcjo-
nuje.

4. J¡dro jest sferycznie symetryczne (J = 0).

Chwilowo nie musimy wdawa¢ si¦ w szczegóªy konstrukcji takich stanów, aczkolwiek we-
dªug dost¦pnej literatury [9] wyniki numeryczne oblicze« s¡ czuªe na wybór |Ψ0〉.
Zbadajmy równania ruchu elementów macierzowych:

〈
Ψω

∣∣∣
[
Ĥ, ζ̂†αβ

]∣∣∣ Ψ0

〉
= ωXω

αβ (3.4.10)
〈
Ψω

∣∣∣
[
Ĥ, ζ̂αβ

]∣∣∣ Ψ0

〉
= ωY ω

αβ

wynikaj¡ce z równa« (3.4.5), (3.4.7) oraz (3.4.8). Pewien wysiªek nale»y wªo»y¢ w obli-
czenie komutatorów

[
Ĥ, ζ̂†αβ

]
oraz

[
Ĥ, ζ̂αβ

]
12. Szczegóªowe rachunki przeprowadzili±my w

dodatku F.2, tutaj podamy tylko ko«cowe wyniki ([6]):
[
Ĥ1, ζ̂

†
αβ

]
= (εp − ε−h) ζ̂†αβ (3.4.11)

[
Ĥ1, ζ̂αβ

]
= − (εp − ε−h) ζ̂αβ

[
Ĥ2, ζ̂

†
αβ

]
=̇

∑
µ,ν

(
vαβ;µν ζ̂

†
µν + uαβ;µν ζ̂µν

)
(3.4.12)

[
Ĥ2, ζ̂µν

]
=̇ −

∑
µ,ν

(
v∗αβ;µν ζ̂µν + u∗αβ;µν ζ̂

†
µν

)

gdzie:

vαβ;µν ≡ S−βS−ν (〈µ− β |V | − να〉 − 〈µ− β |V |α− ν〉) (3.4.13)
uαβ;µν ≡ S−βS−ν (〈−β − ν |V |αµ〉 − 〈−β − ν |V |µα〉) .

Rysunek 3.4 wyja±nia znaczenie �zyczne elementu macierzowego vph;p′h′ . Dla jasno±ci
dodano kierunek upªywu czasu. Pierwszy z czªonów (�czªon bezpo±redni�) reprezentuje
anihilacj¦ pary ph i kreacj¦ nowej p′h′. Drugi (�czªon wymiany�)- rozproszenie pary ph
do pary p′h′. Linia przerywana reprezentuje wymian¦ wirtualnego pionu. Pierwszy graf
mo»na interpretowa¢ jako wytworzenie pionu w wyniku anihilacji pary ph a nast¦pnie jego
rozpad i kreacj¦ pary p′h′, drugi- wymian¦ wirtualnego pionu w obr¦bie pary. Jest to
12 Drugi z nich dostajemy korzystaj¡c z pierwszego, wykorzystuj¡c nast¦puj¡cy zwi¡zek:

[
Ĥ, ζ̂αβ

]
=

−
[
Ĥ, ζ̂†αβ

]†
, co zaoszcz¦dza nam sporo czasu.
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Fig. 3.4: Gra�czna reprezentacja elementów macierzowych vph;p′h′ .

Fig. 3.5: Gra�czna reprezentacja elementów macierzowych uph;p′h′ .

dokªadnie ten sam czªon, który pojawiª si¦ w równaniach TDA (3.3.24), tylko narzucili-
±my wymaganie, »eby dziura przenosiªa moment p¦du jh,mh. St¡d dodatkowe czynniki
symetrii. Formalizm (C)RPA wnosi dodatkowe czªony macierzowe uph;p′h′ ([9]). We wzorze
(3.4.12) stoj¡ one, w przeciwie«stwie do vph;p′h′ , przy operatorze ζ̂αβ. Mo»emy powiedzie¢,
»e odpowiadaj¡ za kreacj¦ wirtualnych wzbudze« skªadaj¡cych si¦ z dwóch cz¡stek i dwóch
dziur, co przedstawili±my na rys. 3.4.

Równania (3.4.11) i (3.4.12) pozwalaj¡ natychmiastowo zapisa¢ równania ruchu (3.4.10):

(εα − ε−β − ω) Xω
αβ +

∑
µ,ν

(
vαβ;µνX

ω
µν + uαβ;µνY

ω
µν

)
= 0 (3.4.14)

(εα − ε−β + ω) Y ω
αβ +

∑
µ,ν

(
v∗αβ;µνY

ω
µν + u∗αβ;µνX

ω
µν

)
= 0.

Ten ukªad równa« nazywamy równaniami (C)RPA([6]). Energie εα/β oraz ω (za ω mo»emy
podstawi¢ przekaz energii w procesie rozpraszania, czyli ω ≡ ν) s¡ ustalone. Ustalili±my
te» baz¦ funkcji falowych ±redniopolowych, danych równaniami Hartreego- Focka (3.2.8).
Poszukujemy natomiast amplitud, z jakimi te funkcje wchodz¡ do stanu wªasnego peª-
nego hamiltonianu. Reprezentuj¡ one prawdopodobie«stwo znalezienia danej pary cz¡stka-
dziura w stanie ko«cowym. Problem ten jest wiec analogiczny do zagadnienia przedstawio-
nego przez Blocha. Zauwa»my, »e ukªad równa« CRPA jest sformuªowany w ograniczonej
przestrzeni kon�guracyjnej. Sama konstrukcja teorii pozwala na opisanie stanów ukªadu z
co najwy»ej jednym nukleonem w kontinuum, co czyni j¡ odpowiedni¡ do opisu procesów
kwazielastycznych oraz semi-inkluzywnych.

Zauwa»my równie», »e kiedy poªo»ymy Y ω
µν ≡ 0 dostaniemy równania CTDA. Ich wy-

prowadzenie ró»ni si¦ tym, »e korzystamy z pró»ni Hartreego- Focka i uwzgl¦dniamy jedynie
operator kreacji pary cz¡stka- dziura ζ̂†αβ.

Podziaª sumowania na cz¦±¢ dyskretn¡ i kontinuum (zgodnie z dyskusj¡ z paragrafu
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3.3) mo»na wyodr¦bni¢ explicite przez:

∑
µ,ν

≡
dysk.∑
µ,ν

+
kont.∑

[µ],ν

∫ ∞

0

dεµ. (3.4.15)

Normalizacja funkcji falowych, z zaªo»eniem, »e zachodzi (3.4.5), jest nast¦puj¡ca:
∑

α,β

(∣∣Xω
αβ

∣∣2 +
∣∣Y ω

αβ

∣∣2
)

= 1. (3.4.16)

Równanie to stanowi uzupeªnienie ukªadu (3.4.14).

3.4.1 Równania CRPA w zapisie multipolowym
Otrzymali±my ukªad równa« opisuj¡cy stany ko«cowe ukªadu j¡dro + nukleon. Nie s¡ one
stanami o okre±lonym momencie p¦du (wzór na przekrój czynny (2.3.13)). Poza tym wy-
miar równa« (3.4.14) jest niesko«czony. Pierwszym krokiem w stron¦ uproszczenia równa«
jest wyeliminowanie zale»no±ci od liczby kwantowej m. Niezmienniczo±¢ ukªadu wzgl¦dem
obrotów pozwala zaªo»y¢, »e {α} ≡ {nljm}. Tutaj nadal |α〉 = |a,ma〉. Za pomoc¡ reguª
dodawania momentu p¦du mo»emy skonstruowa¢ operator kreacji pary cz¡stka- dziura o
okre±lonym momencie p¦du:

ζ̂†abJM =
∑

ma,mb

〈jama; jbmb|jajbJM〉 ζ̂†αβ (3.4.17)

i jest on równocze±nie NOT. Niestety, ζ̂abJM = (ζ̂†abJM)† ju» NOT nie jest. Wystarczy
sprawdzi¢ komutator z operatorem momentu p¦du. Trzeba wzi¡¢ kombinacj¦ postaci
(−1)jb−mbb−β(−1)ja−maa−α, »eby uzyska¢ po»¡dany efekt. Wykorzystamy symetri¦ wspóª-
czynnika Clebsha- Gordana:

〈jama; jbmb|jajbJM〉 = (−1)ja+jb−J 〈ja −ma; jb −mb|jajbJ −M〉 (3.4.18)
ma + mb = M.

Widzimy, »e aby uzyska¢ odpowiedni czynnik symetrii, musimy pomno»y¢ caªo±¢ przez
(−1)J−M i otrzymamy sparowany z ζ̂†abJM NOT:

SJ ζ̂abJ−M =
∑

ma,mb

〈jama; jbmb|jajbJ −M〉 (−1)J−M ζ̂αβ = (3.4.19)

=
∑

−ma,−mb

〈ja −ma; jb −mb|jajbJ −M〉 (−1)J−M ζ̂−α−β =

=
∑

−ma,−mb

〈jama; jbmb|jajbJM〉 (−1)ja+jb−ma−mb ζ̂−α−β.

Komutator tych wielko±ci jest zadany poprzez:

(3.4.20)
[SJ ζ̂abJ−M , ζ̂†dgJ ′M ′ ] =

= [SJ

∑
ma,mb

〈jama; jbmb|jajbJ −M〉 ζ̂αβ,
∑

md,mg

〈jdmd; jgmg|jdjgJ
′M ′〉 ζ̂†δγ ] =̇

=̇SJδJ,J ′δM,−M ′δa,dδb,g .
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Jak wida¢ komutuj¡ one do czynnika fazowego SJ . Chcieliby±my teraz zapisa¢ funkcj¦
falow¡ stanu o momencie p¦du J,M i energii ω w przybli»eniu CRPA. Ponownie wybieramy
liniow¡ superpozycj¦ operatorów kreacji i anihilacji par:

|Ψω
JM〉 =

∑

ab

(
X∗ω

abJ ζ̂†abJM + Y ∗ω
abJSJ ζ̂abJ−M

)
|Ψ0〉 . (3.4.21)

Taka de�nicja daje nam nast¦puj¡ce zwi¡zki:
(3.4.22)

Xω
abJ =

〈
Ψω

JM

∣∣∣ζ̂†abJM

∣∣∣ Ψ0

〉
=

∑
ma,mb

〈jama; jbmb|jajbJM〉Xω
αβ

Y ω
abJ = SJ

〈
Ψω

JM

∣∣∣ζ̂abJ−M

∣∣∣ Ψ0

〉
= SJ

∑
ma,mb

〈jama; jbmb|jajbJ −M〉Y ω
αβ.

Z twierdzenia Wignera- Eckarta wida¢, »e te wspóªczynniki istotnie nie zale»¡ od M . To
jest efekt redukcji bazy, którego oczekujemy od naszych transformacji. Takie samo prze-
ksztaªcenie mo»emy przeprowadzi¢ dla operatorów multipolowych. Najogólniejsza posta¢
tego operatora, to

(3.4.23)
T̂JM =

∑

α,β

c†α 〈α |TJM | β〉 cβ=̇
∑

αβ

SJ{〈α |TJM | − β〉 ζ̂†αβ + 〈−β |TJM |α〉 ζ̂αβ}

=
∑

α,β

S−β
〈jama; jb −mb|jajbJM〉

(2J + 1)1/2
{〈a‖TJ‖b〉ζ̂†αβ + 〈b‖TJ‖a〉ζ̂αβ} =

=
1

(2J + 1)1/2

∑

a,b

{〈a‖TJ‖b〉ζ̂†abJM + (−1)−ja−jb−J〈b‖TJ‖a〉SJ ζ̂abJ−M}

gdzie w ostatniej linijce skorzystano z symetrii wspóªczynników Clebsha- Gordana i de�-
nicji ζ̂abJ−M . To pozwala okre±li¢ warto±¢ zredukowanego elementu macierzowego takiego
operatora:

〈Ψω
J‖T̂J‖Ψ0〉 =

1

(2J + 1)1/2

∑

a,b

{〈a‖TJ‖b〉Xω
abJ + (−1)−ja−jb−J〈b‖TJ‖a〉Y ω

abJ}. (3.4.24)

Posiadaj¡c te informacje mo»emy przeksztaªci¢ ukªad równa« CRPA do ukªadu równa«
na wspóªczynniki multipolowe. Rachunek jest dªugi i skomplikowany technicznie, tak wi¦c
zamieszczono go w dodatku F.3. Tutaj przedstawimy tylko wyniki ([6]). Ukªad równa«
CRPA dla bazy J,M przyjmuje posta¢:

(εa − εb − ω) Xω
abJ +

∑
m,n

(
vJ

ab;mnX
ω
mnJ + uJ

ab;mnY
ω
mnJ

)
= 0 (3.4.25)

(εa − εb + ω) Y ω
abJ +

∑
m,n

(
v∗Jab;mnY

ω
mnJ + u∗Jab;mnXω

mnJ

)
= 0

gdzie elementy macierzowe oddziaªywania dane s¡ wzorem:

vJ
ab;mn ≡

∑

J ′
(2J ′ + 1)

{
jn ja J ′

jb jm J

}
{〈mbJ ′ |V |naJ ′〉+ (3.4.26)

− (−1)ja+jn−J ′ 〈mbJ ′ |V | anJ ′〉}
uJ

ab;mn = (−1)Jn−jm−JvJ
ab;nm.
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Nale»y zwróci¢ uwag¦ na drug¡ par¦ indeksów przy uJ
ab;mn. W ten sposób udaªo nam si¦

wyprowadzi¢ równania opisuj¡ce model wzbudze« kolektywnych j¡dra atomowego. Mu-
simy jeszcze ustali¢ sposób ich rozwi¡zywania. Potrzebujemy równie» sposobu na kon-
strukcj¦ stanu podstawowego |0〉. W tym celu nale»y zaproponowa¢ form¦ oddziaªywania
dwuciaªowego potrzebnego do rozwi¡zania ukªadu CRPA.

Zwró¢my uwag¦ na sytuacj¦, gdy Yph ≡ oraz uph;p′h′ ≡ 0. Dostaniemy wtedy równania
TDA (3.3.24) w zapisie multipolwym. Rozwa»aj¡c ogólnieszy model RPA otrzymujemy
automatycznie wyniki dla prostszego TDA.

3.5 Zachowanie asymptotyczne rozwi¡za« CRPA. Kanaªy rozpraszania i
osobliwo±ci

Wró¢my do zapisu ukªadu równa« (3.4.25) w postaci wyró»niaj¡cej cz¦±¢ zawieraj¡c¡ su-
mowanie po stanach dyskretnych i kontinuum oraz indeksy wskazuj¡ce na cz¡stk¦ (p) lub
dziur¦ (h):

(εp − εh − ω) Xω
phJ +

dysk.∑

p′,h′

(
vJ

ph;p′h′X
ω
p′h′J + uph;p′h′Y

ω
p′h′J

)
+ (3.5.1)

+
kont.∑

[p′],h′

∫ ∞

0

dεp′
(
vJ

ph;p′h′X
ω
[p′]h′J(εp′) + uph;p′h′Y

ω
[p′]h′J(εp′)

)
= 0

(εp − εh + ω) Y ω
phJ +

dysk.∑

p′,h′

(
v∗Jph;p′h′Y

ω
p′h′J + u∗Jph;p′h′X

ω
p′h′J

)
+

+
kont.∑

[p′],h′

∫
dεp′

(
v∗Jph;p′h′Y

ω
p′h′J(εp′) + u∗Jph;p′h′X

ω
p′h′J(εp′)

)
= 0.

Wyniki rozwa»a« z paragrafu 3.1, dotycz¡ce rezonansów w kontinuum, zastosujemy do
rozwi¡zania równa« CRPA w kontinuum. Wiemy ju», »e amplitudy Xω

[p]hJ(εp) posiadaj¡
bieguny zwi¡zane z asymptotycznymi energiami nukleonu i j¡dra resztkowego. Rozwi¡-
zania równa« CRPA otrzymujemy przy ustalonych J i ω (momencie p¦du przej±cia i
transferze energii), natomiast kanaªy wyró»nia masa j¡dra resztkowego MA−1. Musimy
zada¢ sobie pytanie, które zmienne w równaniach RPA de�niuj¡ nam kanaª rozpraszania.
Kwestii tej nie omówiono szczegóªowo w cytowanej literaturze. Dla danych J, ω jest wiele
kanaªów rezonansowych, gdy» nie de�niuj¡ one stanu j¡dra resztkowego. Wystarczy, »e
zachodzi (zgodnie z de�nicj¡ operatora kreacji pary w konkretnym stanie momentu p¦du
(3.4.17)):

jp0 + jh0 ≥ J ≥ |jp0 − jh0|. (3.5.2)

Wedªug [3] do zde�niowania kanaªu wystarczy nam znajomo±¢ liczb kwantowych h0

opisuj¡cych orbital, z którego usuwamy nukleon, stanu ko«cowego cz¡stki [p0], przekazu
energii ω i multipolowo±ci przej±cia J . Wtedy rozwi¡zanie równa« CRPA prowadzi do
konkretnego stanu ko«cowego j¡dra resztkowego, co pozwala nam zde�niowa¢ kanaª roz-
praszania. Z zachowania energii mo»emy wyznaczy¢ εp, a wi¦c i poªo»enie bieguna ampli-
tudy Xω

[p]hJ(εp). Amplituda Y ω
[p]hJ(εp) biegunów nie posiada, gdy» wkªad stanów kontinuum
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do stanu podstawowego jest znikomy. Poªo»enie osobliwo±ci de�niujemy przez wskazanie,
który nukleon opu±ci j¡dro. Bieguny te maj¡ tak¡ sam¡ natur¦, jak te opisane w para-
gra�e 3.1 i musz¡ by¢ caªkowalne. Dla kanaªu danego przez p0, h0 osobliwo±ci amplitudy
wyst¡pi¡ dla εp = εh0 + ω.

Zgodnie z naszymi zaªo»eniami podstawiamy za Xωp0h0

[p]hJ (εp) oraz Y ωp0h0

[p]hJ (εp):

Xωp0h0

[p]hJ (εp) = Ap0h0;ph + V p
X̃(εp)

ωp0h0

[p]hJ

εp − εh − ω
(3.5.3)

Y ωp0h0

[p]hJ (εp) =
Ỹ (εp)

ω
[p]hJ

εp − εh + ω
.

Wedªug hipotezy Blocha, mo»na przyj¡¢:

Aph,p0h0 ≡ δp,p0δh,h0 = δ[p0],[p]δh0,hδ(εp − εh − ω) (3.5.4)

Cz¦±¢ amplitudy zawieraj¡ca warto±¢ gªówn¡ Cauchy'ego odpowiada za wkªad od kanaªów,
dla których nie mamy rezonansu (εp0 6= εh0 + ω- tzw. cz¦±¢ o�-shell ). Ma ona caªkowalny
biegun w rezonansie. Indeksy p0 i h0 oznaczaj¡, »e mamy tu do czynienia z wyró»nio-
nym kanaªem rozpraszania. Przy obliczaniu przekroju inkluzywnego wykonujemy sum¦
po wszystkich kanaªach,tj:

(3.5.5)
d2σ

dΩdν
= σM

4π

2Ji + 1

∑

[p0],h0

{
q4

q4

∑
J≥0

∣∣∣〈J [p0]h0

f ‖M̂J(q)‖Ji〉
∣∣∣
2

+

(
− q2

2q2
+ tan2 Θ

2

)
·

·
∑
J≥1

[∣∣∣〈J [p0]h0

f ‖T̂ el(q)‖Ji〉
∣∣∣
2

+
∣∣∣〈J [p0]h0

f ‖T̂mag(q)‖Ji〉
∣∣∣
2
]}

R[p0]h0 .

Innym problemem jest poprawka do stanu j¡dra resztkowego pochodz¡ca od oddzia-
ªywania resztkowego (3.1.11). W przybli»eniu TDA nie wyst¦powaªa, poniewa» nie za-
chodziªa separacja elementów macierzowych na oddziaªywanie tylko pomi¦dzy nukleonami
j¡dra resztkowego Vr oraz pomi¦dzy j¡drem resztkowym i nukleonem w kontinuum Vd.
Czªony, z których powstaje Vr, skróciªy si¦ z oddziaªywaniem Hartreego- Focka. Z drugiej
strony separacja taka oznaczaªaby kªopot techniczny zwi¡zany z tym, »e energia dziury εh0

byªaby w ogólno±ci inn¡ energi¡, ni» energia Hartreego- Focka obliczana na pocz¡tku przy
ustalaniu bazy jednocz¡stkowej. Wi¡zaªoby si¦ to z konieczno±ci¡ rozwi¡zywania za ka»-
dym razem dodatkowego ukªadu równa« dyskretnych na energi¦ orbitali w j¡drze resztko-
wym (posiadaj¡cym inn¡ liczb¦ nukleonów, ni» pierwotne) i stanowiªoby du»¡ komplikacj¦
techniczn¡ i numeryczn¡. Jednak»e teoria RPA uwzgl¦dnia korelacje w j¡drze resztkowym
przy pomocy amplitud dyskretnych Yph i Xph, a wi¦c pozostawia baz¦ jednocz¡stkow¡
nienaruszon¡. Sama konstrukcja elementów macierzowych vph;p′h′ i uph;p′h′ dowodzi, »e
rozseparowanie ich na Vr i Vd jest niemo»liwe.

U»yjemy naszej hipotezy do dalszego przeksztaªcenia równa« CRPA. Poniewa» ukªad
rozbija si¦ na poszczególne kanaªy rezonansowe opisane liczbami kwantowymi [p0], h0, za-
piszemy te indeksy explicite. Poni»sze podstawienie dotyczy amplitud Xω

[p]hJ(εp) oraz
Y ω

[p]hJ(εp), czyli stosujemy je dla cz¦±ci funkcji falowej z nukleonem le»¡cym w kontinuum.
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St¡d inne oznaczenie elementów macierzowych potencjaªu (wyró»niamy zmienne cz¡stek
w kontinuum):

(3.5.6)

(εp − εh − ω) (Aph,p0h0 + V p
X̃ωp0h0

[p]hJ (εp)

εp − εh − ω
) +

+

dysk.∑

p′,h′

(
vJ

[p]h;p′h′(εp)X
ω
p′h′J + u[p]h;p′h′(εp)Y

ω
p′h′J

)
+

+
kont.∑

[p′],h′

∫ ∞

0

dεp′

[
vJ

[p]h;[p′]h′(εp, εp′)(Aph,p0h0 + V p
X̃ωp0h0

[p′]h′J(εp′)

εp′ − εh′ − ω
) +

+ u[p][h];p′h′(εp, εp′)
Ỹ ωp0h0

[p′]h′J (εp′)

εp′ − εh′ + ω

]
= 0

(εp − εh + ω)
Ỹ ωp0h0

[p]hJ (εp)

εp − εh + ω
+

+

dysk.∑

p′,h′

(
v∗J[p]h;p′h′(εp)Y

ω
p′h′J + u∗J[p]h;p′h′(εp)X

ω
p′h′J

)
+

+
kont.∑

[p′],h′

∫
dεp′

[
v∗J[p]h;[p′]h′(εp, εp′)

Ỹ ωp0h0

[p′]h′J (εp′)

εp′ − εh′ + ω
+

+ u∗J[p]h;[p′]h′(εp, εp′)(Aph,p0h0 + V p
X̃ωp0h0

[p′]h′J(εp′)

εp′ − εh′ − ω
)

]
= 0.

W celu uproszczenia równa« skorzystamy z wªasno±ci dystrybucji:

xδ(x) ≡ 0 (3.5.7)
xV p 1

x
≡ 1
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a tak»e z faktu, »e εp0 − εh0 = ω. To zmienia posta¢ naszego ukªadu równa« na:

(3.5.8)

X̃ωp0h0

[p]hJ (εp) +

dysk.∑

p′,h′

(
vJ

[p]h;p′h′(εp)X
ωp0h0

p′h′J +

+ u[p]h;p′h′(εp)Y
ωp0h0

p′h′J

)
+

+
kont.∑

[p′],h′

∫ ∞

0

dεp′

[
vJ

[p]h;[p′]h′(εp, εp′)V p
X̃ωp0h0

[p′]h′J(εp′)

εp′ − εh′ − ω
+

+u[p]h;[p′]h′(εp, εp′)
Ỹ ωp0h0

[p′]h′J (εp′)

εp′ − εh′ + ω

]
= −vJ

[p]h;[p0]h0
(εp, εh0 + ω)

Ỹ (εp)
ωp0h0

[p]hJ +

dysk.∑

p′,h′

(
v∗J[p]h;p′h′(εp)Y

ωp0h0

p′h′J +

+ u∗J[p]h;p′h′(εp)X
ω
p′h′J

)
+

+
kont.∑

[p′],h′

∫
dεp′

[
v∗J[p]h;[p′]h′(εp, εp′)

Ỹ ωp0h0

[p′]h′J (εp′)

εp′ − εh′ + ω
+

+u∗J[p]h;[p′]h′(εp, εp′)V p
X̃ωp0h0

[p′]h′J(εp′)

εp′ − εh′ − ω

]
= −u∗J[p]h;[p0]h0

(εp, εh0 + ω).

W tym ukªadzie równa« nie mamy ju» »adnych osobliwo±ci (taki wynik otrzymaª m.in. [3]),
co umo»liwia nam przeprowadzenie oblicze« numerycznych13. Musimy jeszcze zastanowi¢
si¦ nad potencjaªem resztkowym pary cz¡stka- dziura. W tym miejscu mo»emy przyjrze¢
si¦ oddziaªywaniom mi¦dzy nukleonami. Wiemy, »e dla nukleonów w j¡drze istnieje za-
le»no±¢ od izospinu (proton/neutron), spinu (sprz¦»enie momentów magnetycznych) oraz
pewien potencjaª modelowy pochodz¡cy z wymiany wirtualnych mezonów. Podobne za-
le»no±ci powinny istnie¢ dla potencjaªu resztkowego. Przy czym siªa tych potencjaªów
powinna zale»e¢ od odlegªo±ci dziel¡cej skªadniki pary. Dlatego te» wg. [3] mo»emy przy-
j¡¢:

V ph(1, 2) = f(r12) + f ′(r12)τ (1)τ (2) + g(r12)σ(1)σ(2) + (3.5.9)
+g′(r12)σ(1)σ(2)τ (1)τ (2).

Dokªadne postacie funkcji f , f ′, g, g′ zale»¡ od przyj¦tego modelu oddziaªywa«.

13 Niestety, zªo»ono±¢ problemu jest zbyt du»a, by rozwi¡za¢ ten ukªad analitycznie. Jak przy wi¦kszo±ci
problemów kilku(-nastu; -dziesi¦ciu) ciaª. Wiemy, »e jakie± rozwi¡zanie istnieje, nie potra�my tylko go
obliczy¢.



4. MODEL PR�DU J�DROWEGO

Do tej pory wyprowadzili±my ogóln¡ posta¢ pr¡du j¡drowego w zapisie multipolowym
(2.3.2), (2.3.12), sposób obliczenia przekroju czynnego (2.3.13) oraz funkcji falowych ukªadu
w uj¦ciu CRPA. Nasz model dynamiczny sprowadza wszystko do elementów macierzowych
multipolowych operatorów jednociaªowych (3.4.23). Niestety, nadal nie wiemy, jak¡ po-
sta¢ maj¡ jednociaªowe operatory elektromagnetycznego pr¡du j¡drowego. Okazuje si¦,
»e mo»na je wprowadzi¢, niejako �od r¦ki�, przygl¡daj¡c si¦ uproszczonej strukturze j¡dra
atomowego. Metoda ta bazuje na najbardziej elementarnych wªasno±ciach �zycznych nu-
kleonów i jest stosowana w wielu pracach dotycz¡cych rozpraszania leptonów na j¡drach
atomowych. Zaprezentowano j¡ z detalami m.in. w [11].
W klasycznym opisie mo»emy powiedzie¢, »e j¡dro atomowe skªada si¦ z dwóch rodzajów
cz¡stek: protonów i neutronów. Nukleony te obdarzone s¡ pewnymi ªadunkami elektrycz-
nymi oraz momentami magnetycznymi. Uwzgl¦dniaj¡c ich ruch wewn¡trz j¡dra mo»emy
zapisa¢ kwantowomechaniczny model pr¡dów j¡drowych. Konstruujemy wi¦c operatory
g¦sto±ci ªadunku, g¦sto±ci pr¡du konwekcyjnego (ruch protonów wewn¡trz j¡dra) oraz g¦-
sto±ci wewn¦trznej magnetyzacji nukleonów ([6]):

ρ̂N(x) =
A∑

j=1

e(j)δ(3)(x− xj) (4.0.1)

ĴC(x) =
A∑

j=1

e(j){ p̂(j)

m
, δ(3)(x− xj)}

µ̂(x) =
A∑

j=1

µ(j)
σ(j)

2m
δ(3)(x− xj).

Model ten wykorzystuje podstawowe zasady mechaniki kwantowej. Dla jasno±ci notacji
p̂ ≡ −i∇ i σ ≡ (σx, σy, σz), gdzie σi to macierze Pauliego. Antykomutator w pr¡dzie
ªadunkowym wprowadzili±my ze wzgl¦du na brak komutacji operatorów p¦du i poªo»enia.
Mo»na to ªatwo sprawdzi¢ dla pojedynczej cz¡stki:

(4.0.2)

〈ĴC(x)〉 =

∫
d3xψ†(xp)

1

2im
[∇pδ

(3)(x− xp) + δ(3)(x− xp)∇p]ψ(xp) =

=
1

2im
{ψ†(xp)∇ψ(xp)− [∇ψ†(xp)]ψ(xp)}

co jest prawidªow¡ de�nicj¡ kwantowomechanicznego pr¡du.
Aby zapisa¢ ªadunek i moment magnetyczny nukleonu musimy znale¹¢ prosty sposób na
rozró»nianie, czy mamy do czynienia z protonem, czy te» neutronem. W tym celu wpro-
wadzamy dodatkow¡ zmienn¡ izospinow¡ τ3, oznaczaj¡c¡ rzut izospinu na o± z. Wtedy
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mo»emy zapisa¢ ªadunek i moment magnetyczny, jako:

e(j) ≡ 1

2
[1 + τ3(j)] (4.0.3)

µ(j) ≡ λp
1

2
[1 + τ3(j)] + λn

1

2
[1− τ3(j)]

gdzie odpowiednio λp i λn to momenty magnetyczne protonu i neutronu. Dodatkowym
czynnikiem potrzebnym do obliczenia µ jest anomalny moment magnetyczny nukleonu:

λ′(j) = λ′p
1

2
[1 + τ3(j)] + λ′n

1

2
[1− τ3(j)] (4.0.4)

µ(j) = e(j) + λ′(j).

Wzór (2.3.2) mówi, »e wektorowa cz¦±¢ operatorów g¦sto±ci jest dzielona pomi¦dzy dwa
typy operatorów multipolowych: elektryczny T̂ el

J,λ(q) oraz magnetyczny T̂mag
J,λ (q). W celu

podzielenia wkªadów od ĴC(x) i µ̂(x) pomi¦dzy multipolowe operatory wektorowe musimy
zrobi¢ niewielk¡ dygresj¦ i wprowadzi¢ modelowy hamiltonian oddziaªywania j¡dra z polem
elektromagnetycznym.

4.1 Dopasowanie wektorowych operatorów g¦sto±ci do struktury
multipolowych operatorów elektrycznych i magnetycznych

Najprostszy model oddziaªywania wektorowego pr¡du j¡drowego z potencjaªem wektoro-
wym pola elektromagnetycznego opisuje poni»szy hamiltonian ([11]):

H = −e

∫
ĴC(x)A(x)d3x− e

∫
µ̂(x) [∇×A(x)] d3x. (4.1.1)

Jak widzimy w powy»szym wzorze, jest to klasyczna energia oddziaªywania g¦sto±ci pr¡du
j¡drowego ªadunków (ĴC(x)) oraz momentów magnetycznych (µ̂(x)) z polem (A(x)).
Oczywi±cie w tym sformuªowaniu trudno dostrzec struktur¦ rozwini¦cia multipolowego
(2.3.2). Przeksztaªcenie go do u»ytecznej postaci wymaga skorzystania z to»samo±ci wek-
torowych:

∇ · (a× b) = b (∇× a)− a (∇× b) (4.1.2)
oraz zanikania pól �zycznych w∞. Wykonuj¡c caªkowanie przez cz¦±ci dostajemy poni»szy
wzór:

H ′ = −e

∫ (
ĴC(x) + ∇× µ̂(x)

)
A(x)d3x. (4.1.3)

Pierwszy czªon daje si¦ ªatwo u»y¢ w rozwini¦ciu multipolowym, opisanym w rozdziale 2.3
oraz dodatku E.5. Drugi z nich wymaga wi¦kszej uwagi. Musimy najpierw rozwin¡¢ A(x)
w szereg wektorowych harmonik sferycznych, a nast¦pnie caªkowa¢ przez cz¦±ci:

∫
∇× µ̂(x)

[∇× jJ(kx)Y J
M,M

]
d3x =

∫
µ̂(x)∇× [∇× jJ(kx)Y J

M,M

]
d3x. (4.1.4)

Dodatkowy zestaw to»samo±ci b¦dzie tutaj przydatny:
∫

(∇× a)(∇× b)d3x =

∫
(a∇× (∇× b) + ∇(a×∇b))d3x (4.1.5)

∇× (∇× a) = ∇(∇a)−∆a.
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Ostatecznie otrzymujemy nast¦puj¡cy wynik:
∫

∇× µ̂(x)
[∇× jJ(kx)Y J

M,M

]
d3x = k2

∫
µ̂(x)

[
jJ(kx)Y J

M,M

]
d3x. (4.1.6)

Wykorzystuj¡c techniki zaprezentowane w dodatku E.5 otrzymujemy ostateczny wynik:

(4.1.7)

T̂ el
J,λ(k) =

1

k

∫ {[∇× jJ(kx)Y λ
J,J(Ω)

]
ĴC(x) + k2jJ(kx)Y λ

J,J(Ω)µ̂(x)
}

d3x

T̂ mag
J,λ (k) =

∫ {
jJ(kx)Y λ

J,J(Ω)ĴC(x) +
[∇× jJ(kx)Y λ

J,J(Ω)
]
µ̂(x)

}
d3x.

Dzi¦ki niemu wiemy, w jaki sposób poszczególne operatory g¦sto±ci wektorowej (4.0.2)
wchodz¡ do operatorów multipolowych.

4.2 Poprawki relatywistyczne. Redukcja nierelatywistyczna
wierzchoªka oddziaªywania i reprezentacja drugiego kwantowania

W tym modelu trzymali±my si¦ konsekwentnie nierelatywistycznego opisu pr¡du hadro-
nowego. P¦d nukleonów w j¡drze nie przekracza paruset MeV, tak wi¦c opis nierela-
tywistyczny jest jak najbardziej stosowalny. Jednak»e w przekroju inkluzywnym mamy
do czynienia z p¦dami q2 nawet przekraczaj¡cymi rz¡d M2. Dlatego te» musimy zna-
le¹¢ sposób na dodanie poprawki do nierelatywistycznych operatorów pr¡du. Metod¡ na
to, aby mie¢ kontrol¦ nad dopasowaniem opisu kwantowomechanicznego do wyprowadzo-
nego w sposób kowariantny przekroju czynnego jest redukcja nierelatywistyczna elementu
macierzowego pr¡du nukleonowego zwi¡zanego z wierzchoªkiem oddziaªywania elektroma-
gnetycznego. Procedura ta przedstawiona zostaªa w [5] oraz [11] i prowadzi do poª¡czenia
elektromagnetycznego czynnika postaci nukleonu z naszymi operatorami w granicy nierela-
tywistycznej oraz dodania dodatkowych czªonów (niewyst¦puj¡cych w (4.0.2)), zwi¡zanych
z poprawk¡ relatywistyczn¡.
Najogólniejsza struktura wierzchoªka oddziaªywania elektromagnetycznego dla swobod-
nego nukleonu wygl¡da nast¦puj¡co:

〈p′, s′, t′ |Jµ(q)| p, s, t〉 =
m√
EE ′us′(p

′)η†t′(F1(q
2)γµ + iF2(q

2)σµνq
ν)ηtus(p) (4.2.1)

gdzie przez ηt oznaczamy izospinor speªniaj¡cy równanie τ3 · ηt = t · ηt, natomiast:
√

m

E
us(p) =

√
E + m

2E

(
φs

σp
(E+m)

φs

)
. (4.2.2)

Przez σµν oznaczamy komutator dwóch macierzy Diraca:

σµν =
i

2
[γµ, γν ] = i(γµγν − gµν) (4.2.3)

natomiast przekaz p¦du de�niujemy zgodnie z nasz¡ notacj¡ przez q ≡ p′ − p. Funk-
cje F1(q

2) i F2(q
2) nazywamy czynnikami postaci nukleonu (form factors). Rozwini¦cie
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prowadzimy konsekwentnie do rz¦du |p
m
|. Szczegóªy oblicze« umieszczono w dodatku F.4.

Wynikiem jest poni»sza zale»no±¢:

〈p′, s′, t′ |J0(q)| p, s, t〉 = (F1 − q2

8m2
(4mF2 + F1))δs,s′δt,t′ + (4.2.4)

− χ†s′η
†
t′
iq · (σ × p)

4m2
ηtχs(F1 + 4mF2)

〈p′, s′, t′ |J(q)| p, s, t〉 =
p

m
δs,s′δt,t′F1 +

q

2m
δs,s′δt,t′F1 +

+ χ†s′η
†
t′
i(σ × q)

2m

[
F1 + (1− ν

2m
)F2

]
ηtχs.

Posiadaj¡c t¦ wiedz¦ przeprowadzamy konstrukcj¦ operatora pr¡du j¡drowego w postaci
sumy pr¡dów pojedynczych nukleonów, danych równaniem (4.2.1):

Ĵµ(0) =
∑

p′,s′,t′

∑
p,s,t

c†p′,s′,t′ 〈p′, s′, t′ |Jµ(0)|p, s, t〉 cp,s,t. (4.2.5)

Jak nietrudno odgadn¡¢, jednociaªowy operator g¦sto±ci dla j¡dra w reprezentacji pierw-
szego kwantowania ma posta¢:

Ĵµ(x) =
A∑

i=1

{Jµ(i)δ(3)(x− xi)}. (4.2.6)

Dla drugiego kwantowania dostaniemy wówczas:

Ĵµ(x) =
∑

p′,s′,t′

∑
p,s,t

c†p′,s′,t′ 〈p′, s′, t′ |Jµ(x)|p, s, t〉 cp,s,t (4.2.7)

gdzie element macierzowy wyra»amy poprzez:

〈p′, s′, t′ |Jµ(x)|p, s, t〉 =

∫
d3yΦ†

p′,s′,t′{Jµ(i)δ(3)(x− xi)}Φp,s,t. (4.2.8)

W rozdziale 2.1 wykazali±my, »e obserwable �zyczne i przekroje czynne daj¡ si¦ wyrazi¢
przy u»yciu transformat Fouriera elementów macierzy przej±cia:

∫
d3xe−iqx

〈
f

∣∣∣Ĵµ(x)
∣∣∣ i

〉
. (4.2.9)

Dlatego te» mo»emy podstawi¢: ∇ ↔ −iq. Patrz¡c na struktur¦ (4.2.4) oraz (4.0.2),
mo»emy zidenty�kowa¢ poszczególne fragmenty pr¡du nukleonowego z zapostulowanymi
operatorami g¦sto±ci.

p + p′

2m
↔ { p̂j

2m
, δ(3)(x− xj)} (ĴC(x)) (4.2.10)

−q2

8m2
↔ ∆ · skalar(ρ̂/8m2)

i(σ × q) ↔ ∇× µ̂(x)

iq(σ × p) ↔ ∇ · σ × { p̂j

2m
, δ(3)(x− xj)}

itd.
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To daje nam nast¦puj¡ce de�nicje operatorów pr¡du:
Ĵ(x) = ĴC(x) + ∇× µ̂(x) (4.2.11)

ρ̂(x) = ρ̂N(x) + ∇ · ŝ(x) + ∆φ̂(x).

Okazuje si¦, »e poprawka nierelatywistyczna daje 2 czªony, których model kwantowome-
chaniczny nie przewiduje, a mianowicie:

φ̂(x) =
A∑

j=1

s(j)
1

8m2
δ(3)(x− xj) (4.2.12)

ŝ(x) =
A∑

j=1

s(j)
1

4m2
σ(j)× { p̂j

2m
, δ(3)(x− xj)}.

Przez s(j) oznaczamy:
s(j) = e(j) + λ′(j). (4.2.13)

Jest to interesuj¡cy rezultat. Okazuje si¦, »e wiod¡ca poprawka relatywistyczna jest o
rz¡d m2 mniejsza, ni» kwantowomechaniczne operatory postulowane w (4.0.2). Dlatego
te» autor [11] je pomin¡ª.
Kolejnym miejscem, w którym, wedªug [11], dokona¢ mo»emy korekty, jest zaªo»enie punk-
towo±ci nukleonów. Rezultatem empirycznym dla czynników postaci w materii j¡drowej
jest:

F1(q
2)

F1(0)
≈ fSN(q2) ≈ F2(q

2)

F2(0)
(4.2.14)

fSN(q2) =
1

(1 + q2/0.71 GeV 2)2

dla niewielkich q2 wielko±¢ fSN(q2) wchodzi jako czynnik multiplikatywny do wierzchoªka
oddziaªywania elektromagnetycznego. Wtedy mo»emy zde�niowa¢ efektywny przekrój
Motta:

σM ≡ σM |fSN(q2)|2. (4.2.15)
W ten sposób dostajemy przybli»on¡ poprawk¦ na �rozmycie� przestrzenne ªadunków elek-
trycznych i momentów magnetycznych nukleonów w materii j¡drowej.
Skªadaj¡c razem wyniki (4.0.2), (4.2.11), (4.1.7) oraz dyskusje z rozdziaªów o analizie mul-
tipolowej, mo»emy wreszcie zapisa¢ posta¢ jednocz¡stkowych operatorów multipolowych,
rozwini¦tych do rz¦du |p|

m
:

MJM(ν) = MM
J (νx)

1

2
(1 + τ3) (4.2.16)

iTmag
JM (ν) =

ν

m

{
MM

JJ(νx) · 1

ν
∇1

2
(1 + τ3) +

− 1

2

[
1

iν
∇×MM

JJ(νx)

]
· σ

[
1

2
(µp + µn) +

1

2
τ2(µp − µn)

]}

T el
JM(ν) =

ν

m

{[
1

iν
∇×MM

JJ(νx)

]
1

ν
∇1

2
(1 + τ3) +

+
1

2
MM

JJ(νx) · σ
[
1

2
(µp + µn) +

1

2
τ3(µp − µn)

]}
.
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Tutaj przyj¦li±my:

MM
J (νx)(νx) ≡ jJ(νx)YJM(ωx) (4.2.17)

MM
JJ(νx) ≡ jJ(νx)Y M

JJ (ωx)

.



5. PODSUMOWANIE

Rozpraszanie kwazielastyczne przy niskich przekazach energii i p¦du jest zagadnie-
niem, w którym trzeba wykorzystywa¢ wiedz¦ z wielu dziedzin �zyki. Zacz¦li±my od
kwantowej teorii pola, potrzebnej do opisu podstawowej obserwabli �zycznej, jak¡ jest
inkluzywny przekrój czynny na rozpraszanie elektronów (2.1.18) na j¡drach atomowych.
Pomimo u»ycia jedynie pierwszego rz¦du rachunku zaburze« (pomini¦to FSI, elektrony
opisujemy fal¡ pªask¡) udaªo si¦ nam pokaza¢ najwa»niejsze cechy przekroju inkluzyw-
nego. Opisali±my tak»e w sposób zrozumiaªy zasady konstrukcji przekroju czynnego na
rozpraszanie leptonów na obiektach o zªo»onej budowie. Ze wzgl¦du na wygod¦ opisu j¡der
sferycznie symetrycznych musieli±my skorzysta¢ z zaawansowanych metod opisu momentu
p¦du w mechanice kwantowej, aby uzyska¢ opis przekroju czynnego w bazie multipolowej
(2.3.13).

Zaproponowali±my dwa modele dynamiki j¡dra atomowego: CTDA oraz CRPA, przy
czym uwag¦ skupili±my na CRPA. Punktem wyj±cia do rozwa»a« byª model kwantowo-
mechaniczny Blocha [2], w którym przestrze« mo»liwych rozwi¡za« obci¦to do stanów
zwi¡zanych nukleonów, tworz¡cych wzbudzone j¡dro ko«cowe, oraz j¡dra resztkowego z
jednym nukleonem wybitym do kontinuum. Za peªny hamiltonian przyj¦to (3.0.3), zawie-
raj¡cy energi¦ kinetyczn¡ nukleonów oraz oddziaªywanie dwuciaªowe. Pomimo wzgl¦dnej
prostoty, model ten pozwala na omówienie kilku wa»nych zagadnie«, takich jak rezonanse
zwi¡zane z rozpraszaniem do kontinuum, czy te» asymptotyczne zachowanie ukªadu j¡dro
+ wybity nukleon. W ramach tej kwantowomechanicznej teorii wyprowadzili±my przy-
bli»enie, w którym ograniczamy si¦ do wzbudze« cz¡stka-dziura powstaj¡cych ze stanu
podstawowego hamiltonianu ±redniopolowego. Jest to model TDA. Zaªo»yli±my, »e oddzia-
ªywanie jednociaªowe jest oddziaªywaniem Hartreego- Focka, a stan podstawowy ukªadu-
pró»ni¡ Hartreego- Focka. Okazaªo si¦, »e rozwi¡zanie peªnego hamiltonianu w tej bazie
prowadzi do równa« Tamma- Danco�a (3.3.24) i zale»y ono jedynie od liczb kwantowych
cz¡stek i dziur oraz oddziaªywania resztkowego mi¦dzy nimi. Wynik ten jest o tyle cie-
kawy, »e nie posªu»yli±my si¦ formalizmem kwantowej teorii wielu ciaª, a jedynie mechanik¡
kwantow¡. Mo»na go porówna¢ z formuª¡ wyprowadzon¡ w standardowy sposób w [6].

Formalizm TDA zakªada brak korelacji w stanie podstawowym, gdy» ka»dy stan bazy
powstaje ze wzbudzenia pary z pró»ni Hartreego- Focka. Rozwi¡zania te nie uwzgl¦dniaj¡
poprawki oddziaªywania dwuciaªowego do j¡dra resztkowego, o której pisaª Bloch (3.1.11).
Zuba»a to opis �zyczny wzbudze« j¡dra atomowego. Jednym ze sposobów na popraw¦ tej
sytuacji jest rozwa»enie stanu podstawowego skªadaj¡cego si¦ z pró»ni Hartreego- Focka
oraz pewnej domieszki wzbudze« cz¡stka- dziura. W ten sposób mo»emy nie tylko wzbu-
dza¢ nowe pary ze stanu podstawowego, ale te» anihilowa¢ wcze±niej istniej¡ce. Dzi¦ki temu
mo»emy uzyska¢ bogatsze spektrum stanów kolektywnych j¡dra resztkowego, co znacznie
poprawia opis ukªadu. To doprowadziªo nas do równa« CRPA (3.4.14), które wyprowa-
dzili±my ju» w ramach kwantowej teorii ukªadów wielu ciaª ([6]). Dzi¦ki nim mo»emy
oblicza¢ wspóªczynniki funkcji falowej stanu ko«cowego ukªadu w bazie wzbudze« cz¡stka-
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dziura (3.4.7). Docelowo mamy liczy¢ warto±ci oczekiwane nieprzywiedlnych operatorów
tensorowych (czyli multipolowych operatorów pr¡du j¡drowego). Dlatego te», posªuguj¡c
si¦ metod¡ opisan¡ w [6], dokonali±my redukcji bazy równa« CRPA, grupuj¡c wszystkie
elementy do pewnych stanów wªasnych momentu p¦du (3.4.25). Dzi¦ki temu pokazali±my,
»e do liczenia obserwabli w ukªadzie wielociaªowym wystarczy znajomo±¢ funkcji jedno-
cz¡stkowych oraz wspóªczynników Xω

ph;J oraz Y ω
ph;J . W ten oto sposób caª¡ wielociaªow¡

natur¦ zagadnienia mo»emy �ukry¢� we wspóªczynnikach funkcji falowej b¦d¡cej rozwi¡-
zaniem zagadnienia na warto±ci wªasne peªnego hamiltonianu w modelowej, ograniczonej
przestrzeni. To pozwoliªo nam na obliczenie »¡danych amplitud, a tak»e na znalezienie
warto±ci oczekiwanych jednociaªowych operatorów multipolowych (3.4.24), co umo»liwia
nam obliczenie przekroju czynnego pod warunkiem, »e znajdziemy posta¢ oddziaªywa-
nia resztkowego, skonstruujemy wªa±ciwy stan podstawowy j¡dra oraz znajdziemy posta¢
jednociaªowych pr¡dów j¡drowych.

W rozdziale 3.5 omówili±my te» sposób de�niowania kanaªów rozpraszania, które pro-
wadz¡ do powstawania biegunów w amplitudach funkcji falowych. Podstawienie zapro-
ponowane przez Blocha umo»liwiªo nam na pozbycie si¦ czªonów osobliwych z równa«.
Ostatecznie otrzymali±my równania (3.5.8), opisuj¡ce amplitudy zwi¡zane z emisj¡ nukle-
onu do kontinuum.

Konstrukcja podstawowych operatorów jednociaªowych pr¡du elektromagnetycznego
zostaªa omówiona w rozdziale 4 i oparta jest na rozwa»aniach z [11]. Punktem wyj±cio-
wym byª kwantowomechaniczny opis pr¡du j¡drowego, pochodz¡cego od ruchu nukleonów
posiadaj¡cych ªadunki elektryczne i momenty magnetyczne (4.0.2). Poniewa» operator
pr¡du j¡drowego w zapisie multipolowym dzieli si¦ na cz¦±¢ magnetyczn¡ i elektryczn¡
(2.3.2),w rozdziale 4.1 zaproponowali±my posta¢ hamiltonianu oddziaªywania pr¡du j¡-
drowego z polem wektorowym, aby rozdzieli¢ skªadniki daj¡ce wkªad do T̂ el.

JM oraz T̂mag.
JM

(4.1.7). Nasz model pr¡du jest z zaªo»enia nierelatywistyczny. Dlatego te» rozwin¦li±my
element pr¡du nukleonowego, zwi¡zanego z oddziaªywaniem elektromagnetycznym, w po-
t¦gach |p|

M
. Porównuj¡c struktur¦ elementów zwi¡zanych z czynnikami postaci nukleonu

oraz modelowym pr¡dem otrzymali±my wzór (4.2.11). Okazaªo si¦, »e wiod¡ca poprawka
relatywistyczna jest o rz¡d M2 mniejsza od czªonów nierelatywistycznych, dlatego te» w
rozwa»anym tutaj przedziale energii mo»emy j¡ spokojnie pomin¡¢. Ostatecznie rozwin¦-
li±my operatory pr¡du w bazie multipolowej (4.2.16).

W taki oto sposób dostali±my ostatecznie przepis na obliczenie przekroju czynnego na
rozpraszanie elektronów na lekkich j¡drach przy przekazach p¦du i energii rz¦du kilkudzie-
si¦ciu MeV . Osobn¡ kwesti¡ pozostaje rozwi¡zanie równa« CRPA, co wymaga znacznego
wysiªku programistycznego i numerycznego. Niektóre techniki wykorzystywane przy tych
obliczeniach zostaªy zaprezentowane w [5] i [3]. Wymagaj¡ one czasochªonnego przygoto-
wania analitycznego wzorów oraz uczynienia pewnych zaªo»e« teoretycznych dotycz¡cych
osobliwo±ci w amplitudach rozpraszania do kontinuum, na które zwróciª uwag¦ Bloch.
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DODATEK



A. JEDNOSTKI I KONWENCJE

A.1 Ukªad jednostek
Ze wzgl¦du na wi¦ksz¡ czytelno±¢ i skrócenie zapisu wzorów przyj¦ty ukªad jednostek
to ukªad z ~ = c = 1. Aby uzyska¢ konkretne warto±ci liczbowe wystarczy przywróci¢
odpowiednie pot¦gi staªej Plancka i pr¦dko±ci ±wiatªa we wzorach. W tym ukªadzie dªugo±¢
ma ten sam wymiar, co czas, a masa- odwrotno±¢ dªugo±ci.

A.2 Przestrze« Minkowskiego
W caªej pracy u»yto notacji kowariantnej z metryk¡ (+,−,−,−). Standardowy sposób
zapisu 4-wektorów to:

xµ = (x0,x), xµ = gµνx
µ = (x0,−x). (A.2.1)

Gdzie x ≡ x ≡ (x, y, z), x0 = ct przy czym pr¦dko±¢ ±wiatªa w zapisie pomijamy, patrz:
dodatekA.1. Iloczyn skalarny zadany jest przez:

xµyµ ≡ x · y ≡ x0y0 − xy. (A.2.2)

Wsz¦dzie obowi¡zuje standardowa konwencja sumacyjna Einsteina dla indeksów kontra- i
kowariantnych.

A.3 Algebra i spinory Diraca
Czterowymiarowa algebra Diraca ma niesko«czon¡ ilo±¢ równowa»nych reprezentacji. Tu-
taj przyj¦to konwencj¦ z [1]. Tak wi¦c macierze Diraca de�niujemy nast¦puj¡co:

αi =

(
0 σi

σi 0

)
, β =

(
1 0
0 −1

)
, γ0 = β, γi = βαi. (A.3.1)

Macierze γ speªniaj¡ nast¦puj¡ce zwi¡zki antykomutacyjne (to wªa±nie de�niuje elementy
tej algebry- relacja jest niezale»na od reprezentacji, jedynie czynnik przy metryce zale»y
od wymiarowo±ci przestrzeni):

{γµ, γν} = 2gµν . (A.3.2)
Dodatkowa macierz γ5, która antykomutuje z pozostaªymi: {γ5, γµ} = 0, zde�niowana
jest nast¦puj¡co:

γ5 = iγ0γ1γ2γ3. (A.3.3)
Sªu»y ona do konstrukcji operatorów rzutowych na stany lewo- i prawoskr¦tne cz¡stek:

PR/L =
(1± γ5)√

2
. (A.3.4)
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Kolejne wa»ne dla oblicze« �zycznych wªasno±ci tych macierzy to ±lady ich iloczynów:

Tr(1) = 4 (A.3.5)
Tr(nieparzysta ilo±¢ γ) = 0

Tr(γµγν) = 4gµν

Tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)

Tr(γ5) = 0

Tr(γµγνγ5) = 0

Tr(γµγνγργσγ5) = −4iεµνρσ

gdzie εµνρσ jest kompletnie antysymetrycznym tensorem, (ε0123 = −1). Dla iloczynu 4-
wektora z macierzami Diraca wprowadzono skrócon¡ notacj¦:

γµkµ = k�. (A.3.6)

Rozwi¡zania równania Diraca dla cz¡stek swobodnych w postaci fal pªaskich opisane s¡
przez bispinory:

Ψcz¡stka (p, s) =
1

(2π)3/2

√
m

Ep

us(p)eip·x (A.3.7)

Ψantycz¡stka(p, s) =
1

(2π)3/2

√
m

Ep

vs(p)e−ip·x.

De�nicja u i v jest nast¦puj¡ca:

us(p) =




√
E+m
2m

φs

σp√
2m(Ep+m)

φs


 (A.3.8)

vs(p) =



− σp√

2m(Ep+m)
φs√

E+m
2m

φs




φs to funkcja wªasna spinu. Speªniaj¡ one nast¦puj¡ce zwi¡zki ortogonalno±ci:

u†s(p)us′(p) = v†s(p)vs′(p) =
Ep

m
δs,s′ (A.3.9)

us(p)us′(p) = −vs(p)vs′(p) = δs,s′

vs(p)us′(p) = v†s(p)us′(−p) = 0

które wraz z de�nicj¡ (A.3.8) daj¡ poni»sz¡ reguª¦ sumacyjn¡:
∑

s

uαs(p)uβs(p) =

(
p�+ m

2m

)

αβ

(A.3.10)

∑
s

vαs(p)vβs(p) =

(
p�−m

2m

)

αβ

.
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A.4 Kwantowanie w pudle
Zasadnicze ró»nice pomi¦dzy obliczeniami prowadzonymi w ukªadzie kwantowanym w �pu-
dle� o obj¦to±ci przestrzennej V i czasowej T s¡ opisane w [12]. Tutaj omówimy je skrótowo.
Dla funkcji falowych Ni cz¡stek w p¦dowych stanach pocz¡tkowych initial i Nf ko«co-
wych �nal relacja jest nast¦puj¡ca:

Ψpudªo
i/f =

[
(2π)3

V

] 1
2
Ni/f

Ψi/f (A.4.1)

np. dla funkcji falowej elektronu zadanej wzorem(A.3.7):

Ψpudªo(p, s) =
1√
V

√
m

Ep

us(p)eip·x. (A.4.2)

Z tej reguªy wynika, »e dla elementów macierzy S w procesie z Ni cz¡stek pocz¡tkowych
i Nf ko«cowych mamy transformacj¦:

Spudªo
fi =

[
(2π)3

V

](Ni+Nf )/2

Sfi. (A.4.3)

Je»eli chodzi o sumowanie po p¦dach, to w granicy V →∞ przechodzi ono w caªk¦:
∑

p

→ V d3p

(2π)3
. (A.4.4)

Kolejnym wa»nym zagadnieniem jest de�nicja funkcji delta Diraca. Chcemy, aby dla
stanów p¦dowych speªniona byªa równo±¢:

〈p′, s′|p, s〉 =

{
δp,p′δs,s′ pudªo o obj. V

δ(3)(p− p′) granica V →∞ . (A.4.5)

�atwo sprawdzi¢, »e podstawiaj¡c za stany wªasne |p, s〉 i |p′, s′〉 funkcje falowe zde�niowane
wzorem (A.3.7) dla funkcji zde�niowanej w przestrzeni o V →∞ oraz (A.4.2) dla funkcji
zde�niowanej w pudle o sko«czonej obj¦to±ci otrzymamy poni»sze relacje:

∫

V

d3xei(p−p′)x = V δp,p′ (A.4.6)
∫

d3xei(p−p′)x = (2π)3δ(3)(p− p′).

Wzory te de�niuj¡ konwencj¦ unormowania wszystkich transformat Fouriera i umo»liwiaj¡
zde�niowanie chocia»by takiej wielko±ci, jak |Sfi|2 potrzebnej do obliczenia przekroju czyn-
nego.
Dla stanów wªasnych momentu p¦du konwencja normalizacyjna jest odmienna. Z de�-
nicji s¡ one unormowane tak, aby:

〈JM |J ′M ′〉 = δJ,J ′δM,M ′ . (A.4.7)

Nie ma wi¦c czynników typu (2π)3

V
pochodz¡cych od normalizacji w sko«czonej obj¦to±ci.



B. REGULY FEYNMANA W ELEKTRODYNAMICE KWANTOWEJ

Poni»szy zestaw reguª Feynmana zostaª u»yty w obliczaniu przekroju czynnego:

1. Doda¢ czynnik (-i) na ka»dy rz¡d rachunku zaburze«.

2. Dla ka»dego wierzchoªka uwzgl¦dni¢ czynnik (−ieJµ), gdzie Jµ opisuje pr¡d cz¡stek
naªadowanych (np. −ieγµ dla elektronów).

3. Ka»dy wchodz¡cy/wychodz¡cy z diagramu elektron wnosi czynnik
1

(2π)3/2

√
m
Ep

us(p)eip·x/ 1
(2π)3/2

√
m
Ep

us(p)e−ip·x.

4. Dla propagatora wirtualnego fotonu uwzgl¦dniamy:

−igµν

q2
(B.0.1)

gdzie qµ to przekaz czterop¦du w procesie.

5. Ka»dy wierzchoªek to dodatkowy czynnik (2π)4δ(4)(
∑

m pm) wynikaj¡cy z zasady
zachowania p¦du.

6. Przecaªkowa¢
∫

d4p po wszystkich liniach wewn¦trznych diagramu.



C. MOMENT P�DU

C.1 Podstawowe de�nicje
De�nicje i obliczenia w tym rozdziale zaczerpni¦to z [6] i [10]. Operator momentu p¦du
zde�niowany jest przez zwi¡zek komutacyjny:

[
Ĵk, Ĵl

]
= iεklmĴm (C.1.1)

przy czym mo»e by¢ zwi¡zany np. ze sum¡ orbitalnego i spinowego momentu p¦du:

Ĵ = r × p̂ + ŝ =
ˆ̂
L + ŝ. (C.1.2)

Bez wzgl¦du na wybran¡ reprezentacj¦ zwi¡zek (C.1.1) jest zawsze speªniony. W naszych
rozwa»aniach wybieramy dla wygody nast¦puj¡cy zupeªny zbiór komutuj¡cych ze sob¡
operatorów: Ĵ2 i Ĵ3 i de�niujemy dla nich funkcje wªasne:

Ĵ2 |JM〉 = J(J + 1) |JM〉 (C.1.3)
Ĵz |JM〉 = M |JM〉 . (C.1.4)

Dla tej reprezentacji funkcji wªasnych mo»emy zde�niowa¢ operatory podnosz¡ce i obni-
»aj¡ce trzeci¡ skªadow¡ momentu p¦du:

Ĵ+ = Ĵx + iĴy, Ĵ− = Ĵx − iĴy, (C.1.5)

których wªasno±ci jasno wynikaj¡ ze zwi¡zków komutacyjnych:
[
Ĵz, Ĵ±

]
= ±Ĵ±,

[
Ĵ+, Ĵ−

]
= 2Ĵz. (C.1.6)

Warunek ortonormalno±ci stanów pomaga znale¹¢:

Ĵ± |JM〉 = [J(J + 1)−M(M ± 1)]1/2 |JM ± 1〉 . (C.1.7)

C.2 Dodawanie dwóch momentów p¦du. Wspóªczynniki Clebscha- Gordana
Dane mamy 2 komutuj¡ce operatory momentu p¦du Ĵ1 i Ĵ2 wraz ze stanami wªasnymi
Ĵ2

i i Ĵ2
iz danymi odpowiednio |J1M1〉 i |J2M2〉. De�niujemy Ĵ = Ĵ1 + Ĵ2. Baza nowej

reprezentacji dana jest przez:

|J1J2JM〉 =
∑

M1M2

|J1M1; J2M2〉 〈J1M1; J2M2|J1J2JM〉 . (C.2.1)
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Tutaj |J1M1; J2M2〉 ≡ |J1M1〉 ⊗ |J2M2〉 jest iloczynem tensorowym stanów z dwóch wyj-
±ciowych reprezentacji. Momenty p¦du musz¡ speªnia¢ M = M1 + M2. Ta transformacja
jest odwracalna:

|J1M1; J2M2〉 =
∑
JM

〈J1M1; J2M2|J1J2JM〉∗ |JM〉 . (C.2.2)

Wspóªczynnik 〈J1M1; J2M2|J1J2JM〉 nazywamy wspóªczynnikiem Clebscha- Gordana.
Mo»na zaªo»y¢, »e jest on rzeczywisty, tj.

〈J1M1; J2M2|J1J2; JM〉 = 〈J1M1; J2M2|J1J2JM〉∗ . (C.2.3)

Z zupeªno±ci i ortogonalno±¢ stanów |J1M1; J2M2〉 oraz |J1J2; JM〉 wynikaj¡ poni»sze re-
lacje:

〈J1M1; J2M2|J1M
′
1; J2M

′
2〉 = δM1,M ′

1
δM2,M ′

2
(C.2.4)

〈J1J2JM |J1J2J
′M ′〉 = δJ,J ′δM,M ′∑

J,M

|J1J2JM〉〈J1J2JM | =
∑

M1,M2
J1, J2

|J1M1; J2M2〉〈J1M1; J2M2| = 1.

Te wzory pozwalaj¡ na zapisanie:
∑

M1,M2

〈J1J2J
′M ′|J1M1; J2M2〉 〈J1M1; J2M2|J1J2JM〉 = δJ,J ′δMM ′ (C.2.5)

∑
J,M

〈J1M
′
1; J2M

′
2|J1J2JM〉 〈J1J2JM |J1M1; J2M2〉 = δM1,M ′

1
δM2,M ′

2
.

Posta¢ tych wspóªczynników znajduje si¦ diagonalizuj¡c operatory Ĵz = Ĵ1z + Ĵ2z oraz
Ĵ2 = Ĵ2

1 + Ĵ2
2 + 2Ĵ1Ĵ2. Szczegóªy oblicze« s¡ zawarte m.in. w [10]. Wynikiem tej operacji

jest nast¦puj¡cy ukªad równa«:

(2M1M2 − αj) 〈J1M1; J2M2|J1J2JM〉 + (C.2.6)
+A(J1,M1 + 1)A(J2,−M2 + 1) 〈J1M1 + 1; J2M2 − 1|J1J2JM〉 +

+A(J1,−M1 + 1)A(J2,M2 + 1) 〈J1M1 − 1; J2M2 + 1|J1J2JM〉 = 0.

Tutaj A(J,M) = [(J + M)(JM + 1)]1/2, αJ = J(J + 1) − J1(J1 + 1) − J2(J2 + 1). Ten
ukªad na warto±ci wªasne αJ ma rozwi¡zanie tylko wtedy, gdy |J1 − J2| ≤ J ≤ J1 + J2,
tj. gdy momenty p¦du speªniaj¡ reguª¦ trójk¡ta. Wspóªczynniki CG mo»na okre±li¢ z
dokªadno±ci¡ do ogólnego wspóªczynnika fazowego, tak wi¦c kwesti¡ wyboru pozostaje
ustalenie konkretnej konwencji fazowej. W tej pracy zakªadamy, »e faza daje wspóªczynniki
rzeczywiste. To prowadzi do dodatkowych zwi¡zków symetrii:

〈J1M1; J2M2|J1J2JM〉 = (−1)J1+J2−J 〈J1 −M1; J2 −M2|J1J2J −M〉 (C.2.7)
〈J1M1; J2M2|J1J2JM〉 = (−1)J1+J2−J 〈J2M2; J1M1|J2J1JM〉 (C.2.8)
〈J1M1; J2M2|J1J2JM〉 = (C.2.9)

= (−1)J2+M2

(
2J + 1

2J1 + 1

)1/2

〈J2 −M2; JM |J2JJ1M1〉 .
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Poni»sze dwa wspóªczynniki s¡ szczególnie przydatne podczas oblicze«:
〈J1M1; 00|J10J1M1〉 = 1 (C.2.10)

〈J1M1; J1 −M1|J1J100〉 = (−1)J1−M1(2J1 + 1)−1/2. (C.2.11)
Kiedy zale»y nam na szybkich obliczeniach ze zmianami symetrii wspóªczynników CG
bardziej efektywn¡ form¡ s¡ symbole 3− j Wignera zde�niowane w nast¦puj¡cy sposób:

(C.2.12)(
J1 J2 J3

M1 M2f M3

)
≡ (−1)J1−J2−M3(2J3 + 1)−1/2 〈J1M1; J2M2|J1J2J3 −M3〉 .

Ich wªasno±ci s¡ nast¦puj¡ce:
1.

M1 + M2 + M3 = 0. (C.2.13)

2. (
J1 J2 J3

−M1 −M2 −M3

)
= (−1)J1+J2+J3

(
J1 J2 J3

M3 M2 M1

)
. (C.2.14)

3. Dowolna parzysta liczba przestawie« kolumn nie zmienia wspóªczynnika 3− j.

4. Dowolna nieparzysta liczba przestawie« kolumn zmienia wspóªczynnik 3−j o czynnik
(−1)J1+J2+J3 .

C.3 Dodawanie trzech momentów p¦du. Symbole 6− j

W obliczeniach zwi¡zanych ze wzbudzeniami kolektywnymi w j¡drach atomowych po-
trzebne b¦dzie dodanie do siebie trzech komutuj¡cych ze sob¡ momentów p¦du. Zacznijmy
od dodania J1 i J2 tworz¡c J12 a potem dodamy J3:

(C.3.1)
|(J1J2)J12J3JM〉 =

∑
M1,M2

M3, M12

|J1M2; J2M2; J3M3〉 〈J1M1; J2M2|J1J2J12M12〉 ·

· 〈J12M12; J3M3|J12J3JM〉 .
Równowa»nym sposobem jest dodanie do siebie J2 i J3 a potem J1 do J23:

(C.3.2)
|J1(J2J3)J23JM〉 =

∑
M1,M2

M3, M23

|J1M2; J2M2; J3M3〉 〈J2M2; J3M3|J2J3J23M23〉 ·

· 〈J1M1; J23M23|J1J23JM〉 .
Oczywi±cie w ten sposób zawsze otrzymujemy ortonormaln¡ baz¦ zupeªn¡, poniewa» z
wªasno±ci bazy |J1M2; J2M2; J3M3〉 oraz wspóªczynników CG wynika, »e:

〈(J1J2)J
′
12J3J

′M ′|(J1J2)J12J3JM〉 = δJ ′12,J12
δJ ′,JδM,M ′ (C.3.3)∑

J12
J, M

|(J1J2)J12J3JM〉〈(J1J2)J12J3JM | = (C.3.4)

=
∑

M1,M2
M3

|J1M2; J2M2; J3M3〉〈J1M2; J2M2; J3M3|.
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Dla drugiej bazy otrzymujemy podobne relacje. To oznacza, »e transformacje mi¦dzy
bazami s¡ unitarne. Teraz mo»emy zde�niowa¢ symbole 6− j:

(C.3.5){
J1 J2 J12

J3 J J23

}
=

(−1)J1+J2+J3+J

[(2J12 + 1)(2J23 + 1)]
〈(J1J2)J12J3JM |J1(J2J3)J23JM〉 =

=
(−1)J1+J2+J3+J

[(2J12 + 1)(2J23 + 1)]1/2

∑
M1,M2,M3
M12, M23

〈J1M1; J2M2|J1J2J12M12〉 ·

· 〈J12M12; J3M3|J12J3JM〉 〈J2M2; J3M3|J2J3J23M23〉 ·
· 〈J1M1; J23M23|J1J23JM〉 .

Elementy macierzowe transformacji nie zale»¡ od M. Z de�nicji wynika, »e symbole 6−j s¡
niezmiennicze ze wzgl¦du na permutacje kolumn i zamian¦ argumentów górnego z dolnym
w kolumnie. Ostatnia przydatna wªasno±¢ symboli 6− j to:

∑
J23,M23

(−1)J1+J2+J3+J [(2J12 + 1)(2J23 + 1)]1/2

{
J1 J2 J12

J3 J J23

}
· (C.3.6)

· 〈J1M1; J23M23|J1J23JM〉 〈J2M2J3M3|J2J3J23M23〉 =

=
∑
M13

〈J1M1; J2M2|J1J2J12〉 〈J12M12J3M3|J12J3JM〉 .

C.4 Nieprzywiedlne operatory tensorowe i twierdzenie Wignera-Eckarta
Nieprzywiedlny operator tensorowy rz¦du K T (K) jest operatorem nale»¡cym do zbioru
(2K+1) operatorów T (K, Q), Q ∈ {−K · · ·K} zwi¡zanych z okre±lonym momentem p¦du
i speªniaj¡cych nast¦puj¡ce relacje komutacyjne:

[
K̂3, T̂ (K, Q)

]
= QT̂ (K, Q) (C.4.1)

[
K̂±, T̂ (K, Q)

]
= [K(K + 1)−Q(Q± 1)]1/2 T̂ (K,Q± 1).

Zale»no±¢ od M elementu macierzowego NOT mo»na zapisa¢ jawnie za pomoc¡ wspóª-
czynnika Clebsha-Gordana:

〈
J ′M ′

∣∣∣T̂ (K, Q)
∣∣∣ JM

〉
= (−1)K−J+J ′ 〈KQ; JM |KJJ ′M ′〉

(2J ′ + 1)1/2
〈J ′‖T̂ (K)‖J〉. (C.4.2)

gdzie zredukowany element macierzowy 〈J ′‖T̂ (K)‖J〉 nie zale»y od Q. To jest tre±ci¡
twierdzenia Wignera- Eckarta. Dowód twierdzenia mo»na znale¹¢ w [10] i [6].
Dwa NOT rz¦dów K1 i K2 mo»na zªo»y¢ w operator rz¦du k na zasadzie identycznej ze
skªadaniem stanów wªasnych momentu p¦du:

T̂ (K, Q) =
∑

Q1,Q2
Q1 + Q2 = Q

T̂1(K1, Q1)T̂2(K2, Q2) 〈K1Q1; K2Q2|K1K2KQ〉 . (C.4.3)

Szczególnym przypadkiem jest tutaj iloczyn skalarny dwóch NOT:

(2K + 1)1/2(−1)JX̂(0) = T̂ (K) · Û(K) =
∑
K

(−1)K T̂ (K,Q)Û(K −Q). (C.4.4)
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X̂ jest operatorem rz¦du zerowego, tak wi¦c komutuje z Ĵ . Wstawiaj¡c tu 1 w zupeªnej
bazie stanów, stosuj¡c twierdzenie Wignera-Eckarta i symbol 6− j mo»na pokaza¢, »e:

(C.4.5)〈
J ′1J

′
2J

′M ′
∣∣∣T̂ (K)Û(K)

∣∣∣ J1J2JM
〉

=

= (−1)J1+J ′2+JδJ,J ′δM,M ′

{
J J ′2 J ′1
K J1 J2

}
〈J ′1‖T̂ (K)‖J1〉〈J ′2‖Û(K)‖J2〉.

Ta metoda pozwala na zapisanie elementów macierzowych ka»dego z operatorów w postaci:

〈J ′1J2J
′‖T̂ (K)‖J1J2J〉 = (C.4.6)

= (−1)J ′1+J2+J+K [(2J ′ + 1)(2J + 1)]
1/2

{
J ′1 J ′ J2

J J1 K

}
〈J ′1‖T̂ (K)‖J1〉

〈J ′1J2J
′‖Û(K)‖J1J2J〉 = (C.4.7)

= (−1)J1+J2+J ′+K [(2J ′ + 1)(2J + 1)]
1/2

{
J ′2 J ′ J1

J J2 K

}
〈J ′2‖Û(K)‖J2〉.

Tutaj oba operatory dziaªaj¡ na odpowiednie cz¦±ci funkcji falowej.
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W rozdziale tym zawarte s¡ jedynie podstawowe wzory i wªasno±ci u»ytych w pracy funkcji
specjalnych. Szczegóªowe wyprowadzenia i dowody mo»na znale¹¢ w szeroko dost¦pnej
literaturze. Wªasno±ci harmonik sferycznych, wielomianów Legendre'a i funkcji Bessela
pochodz¡ z [7], natomiast wektorowe harmoniki sferyczne s¡ dobrze omówione w skrypcie
online [4].

D.1 Wielomiany Legendre'a i harmoniki sferyczne
Wielomiany Legendre'a Pm

l (x) s¡ rozwi¡zaniami równania:
d

dx

[
(1− x2)

dP (x)

dx

]
+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
P (x) = 0 m, l ∈ Z. (D.1.1)

Ich unormowan¡ posta¢ wygodnie jest zapisa¢ za pomoc¡ tzw. wzoru Rodrigueza:

Pm
l (x) =

(−1)m

2ll!

(l −m)!

(l + m)!

dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l (D.1.2)

∫ 1

−1

dxPm
l (x)Pm′

l′ (x) = δl,l′δm,m′ .

Rozwi¡zania te s¡ zde�niowane na odcinku [−1, 1], ortogonalne dla ró»nych m i l oraz
istniej¡ jedynie dla m ∈ [−l, l]. To nasuwa prawidªowe skojarzenia z funkcjami wªasnymi
momentu p¦du. Je»eli zapiszemy operator orbitalnego momentu L̂ p¦du we wspóªrz¦dnych
sferycznych:

L̂x = i

(
sin φ

∂

∂θ
+ ctgθ cos φ

∂

∂φ

)
(D.1.3)

L̂y = i

(
− cos φ

∂

∂θ
+ ctgθ sin φ

∂

∂φ

)

L̂z = −i
∂

∂φ

wtedy mo»emy znale¹¢ unormowane funkcje wªasne operatorów L̂2 i L̂z w postaci:

Ylm(θ, φ) =

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l + m)!
Pm

l (cos θ)eimφ. (D.1.4)

Tworz¡ one baz¦ zupeªn¡ i ortogonaln¡:
∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθY ∗
l′m′(θ, φ)Ylm(θ, φ) = δl,l′δm, m′ (D.1.5)

∞∑

l=0

l∑

m=−l

Y ∗
lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ) = δ(φ− φ′)δ(θ − θ′).
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Ciekawym i u»ytecznym w naszych rozwa»aniach wzorem jest wzór sumacyjny dla wielo-
mianu Legendre'a:

Pl(cos γ) =
4π

2l + 1

l∑

m=−l

Y ∗
lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ). (D.1.6)

gdzie cos γ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(φ − φ′). Tzn. γ jest k¡tem pomi¦dzy jednostko-
wymi wektorami zwi¡zanymi z kierunkami (θ, φ) oraz (θ′, φ′).

D.2 Spinorowe harmoniki sferyczne
Istniej¡ funkcje maj¡ce wªasno±ci jednocze±nie spinorów i harmonik sferycznych. Nazy-
wamy je spinorowymi harmonikami sferycznymi (SHS). Umo»liwiaj¡ one nam analiz¦ pól
spinorowych w wydajny sposób. SHS s¡ funkcjami wªasnymi Ĵ , Ĵz i L̂, gdzie L̂ oznacza
orbitalny, a Ĵ = L̂ + Ŝ- caªkowity moment p¦du:

J2Ym
j,l;s = j(j + 1)Ym

j,l;s (D.2.1)
L2Ym

j,l;s = l(l + 1)Ym
j,l;s

J3Ym
j,l;s = mYm

j,l;s.

Tworz¡ one ukªad ortonormalny:∫
Ym∗

j,l;sYm′
j′,l′;sdΩ = δjj′δll′δmm′ . (D.2.2)

Konstrukcja ta jest bardzo ogólna i umo»liwia nam tworzenie wektorowej harmoniki sfe-
rycznej zwi¡zanej z dowolnym spinem cz¡stek:

YM
J,L;s =

∑
m,ms

〈lm; sms|lsJM〉Yl,m(Ωx)χs,ms . (D.2.3)

Tutaj χs,ms oznacza funkcj¦ wªasn¡ operatora spinu zwi¡zan¡ z warto±ci¡ wªasn¡ ms.
Dla multipletu o spinie 1 (np. dla eq,λ b¦d¡cych funkcjami wªasnymi Ŝ2 i Ŝz operatora
spinu postaci1 Ŝi ≡ ei×) mo»emy je skonstruowa¢ z wektorów i zwyczajnych harmonik
sferycznych posªuguj¡c si¦ reguªami dodawania momentu p¦du:

Y M
J,L =

∑

m,λ

〈lm1λ|l1JM〉Yl,m(Ωx)eλ. (D.2.4)

Tak wi¦c Y M
J,L ≡ YM

J,L;1. Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e te harmoniki maj¡ dokªadnie
tyle skªadowych, ile wymiarów ma reprezentacja u»ytego do jej konstrukcji spinora. Np.
Y M

J,L ma 3 skªadowe, st¡d �pogrubiony� zapis jak dla wektora.
Harmoniki wektorowe maj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢ jawn¡ ([4]):

Y m
j,j =

1√
j(j + 1)

[
L̂Yj,m

]
(D.2.5)

Y m
j,j−1 = − 1√

j(2j + 1)

[
−jr̂ + ir̂ × L̂

]
Yl,m

Y m
j,j+1 = − 1√

(j + 1)(2j + 1)

[
(j + 1)r̂ + ir̂ × L̂

]
Yl,m.

1 Prosty rachunek pozwala sprawdzi¢, »e to jest rzeczywi±cie operator spinu dla 3-wymiarowych wekto-
rów [4].
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D.3 Sferyczne funkcje Bessela
Sferyczne funkcje Bessela s¡ rozwi¡zaniem równania:

[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
+ k2 − l(l + 1)

r2

]
fl(kr) = 0 (D.3.1)

stanowi¡cego radialn¡ cz¦±¢ równania Helmholtza (∇2 + k2)ψ(x, ω) = 0. Funkcje te daj¡
si¦ wyrazi¢ poprzez zwykªe funkcje Bessela:

jl(x) =

(
2π

x

)1/2

Jl+1/2(x) (D.3.2)

nl(x) =

(
2π

x

)1/2

Nl+1/2(x)

h
(1,2)
l (x) =

(
2π

x

)1/2 [
Jl+1/2(x)± iNl+1/2(x)

]
.

Ich unormowana posta¢ daje si¦ zapisa¢ równie», jako:

jl(x) = (−x)l

(
1

x

d

dx

)l (
sin x

x

)
(D.3.3)

nl(x) = −(−x)l

(
1

x

d

dx

)l (cos x

x

)
.

W tej postaci s¡ ortonormalne:
∫ ∞

0

drr2jl(r)jl′(r) =

∫ ∞

0

drr2nl(r)nl′(r) = δl,l′ . (D.3.4)

Zªo»one z harmonik¡ sferyczn¡ daj¡ peªn¡ funkcj¦ sferyczn¡ fl,m(r, θ, φ) i rozwi¡zanie rów-
nania Helmholtza w trzech wymiarach. Tworz¡ wtedy przestrze« zupeªn¡ ortonormalnych
rozwi¡za«.



E. OBLICZENIA POMOCNICZE DOTYCZ�CE KINEMATYKI
ROZPRASZANIA

Wi¦kszo±¢ oblicze« zaprezentowanych w tym rozdziale bazuje na [11].

E.1 Tensor j¡drowy i funkcje struktury
Chcieliby±my znale¹¢ najbardziej ogóln¡ posta¢ tensora j¡drowego dla procesów rozpra-
szania elektronów na j¡drze. Mo»emy zaªo»y¢, »e skªada si¦ ona z kilku funkcji skalarnych
zale»nych od Lorentzowskich niezmienników p2, p · q, q2 pomno»onych przez kombinacje
czterowektorów. Funkcje te nazywamy funkcjami struktury. Najprostszy i naturalny wy-
bór niezmienników i czterowektorów jest zwi¡zany z p¦dami obiektów bior¡cych udziaª w
procesie, dlatego te»:

Wµν = W1gµν + W2
pµpν

M2
T

+ A
qµqν

M2
T

+ B
1

M2
T

(pµqν + pνqµ) + (E.1.1)

+ C
1

M2
T

(pµqν − pνqµ) .

Mo»liwe, »e nie wszystkie funkcje struktury s¡ niezale»ne. �eby to sprawdzi¢ korzystamy
z zachowania pr¡du i mno»ymy tensor j¡drowy przez qµ i qν .

Wµνq
ν = W1qµ + W2

pµ(p · q)
M2

T

+ Aqµ
q2

M2
T

+ B
1

M2
T

(
q2pµ + (q · p)qµ

)
+ (E.1.2)

+ C
1

M2
T

(
q2pµ − (q · p)qµ

)
= 0

Wµνq
µ = W1qν + W2

pν(p · q)
M2

T

+ Aqν
q2

M2
T

+ B
1

M2
T

(
q2pν + (q · p)qν

)
+

+ C
1

M2
T

(
(q · p)qν − q2pν

)
= 0.

Wektory pµ i qµ s¡ niezale»ne, wi¦c dla czªonów zawieraj¡cych pµ i qµ wspóªczynniki
powinny si¦ kasowa¢ niezale»nie.
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W1 + A
q2

M2
T

+ B
p · q
M2

T

+ C
p · q
M2

T

= 0 (E.1.3)

W2
p · q
M2

T

+ B
q2

M2
T

− C
p · q
M2

T

= 0

W1 + A
q2

M2
T

+ B
p · q
M2

T

− C
p · q
M2

T

= 0

W2
p · q
M2

T

+ B
q2

M2
T

+ C
q2

M2
T

= 0.

Ten ukªad równa« dowodzi, »e niektóre z tych czªonów nie s¡ niezale»ne:

A = −W1
M2

T

q2
+ W2

(
p · q
q2

)2

(E.1.4)

B = −W2
p · q
q2

C = 0.

st¡d otrzymujemy:

Wµν = W1

(
q2, q · p)

(
gµν − qµqν

q2

)
+ (E.1.5)

+ W2

(
q2, q · p) 1

M2
T

(
pµ − p · q

q2
qµ

)(
pν − p · q

q2
qν

)
.

E.2 Przekrój czynny- ogólna posta¢
Tutaj umieszczono cz¦±¢ oblicze« zwi¡zanych z przekrojem czynnym ze wzgl¦du na przej-
rzysto±¢ gªównego toku rozumowania. Rozpoczynamy obliczenia ze wzoru:

dσ = (2π)−2 1√
(k · p)2

e4

qµ4
LµνWµν

d3k′

Ek′
. (E.2.1)

Zakªadamy, »e w ukªadzie laboratoryjnym j¡dro spoczywa (pµ = (MT ,0)). Wtedy 1√
(k·p)2

=

1
EkM

. Wzór na przekrój czynny przyjmie wtedy posta¢:

σ =

∫
d3k′

e4

qµ4

1

(2π)2 EkEk′

1

MT

LµνWµν . (E.2.2)

Przypominamy ogóln¡ posta¢ tensora j¡drowego:

Wµν = W1

(
qµqν

q2
− gµν

)
+

W2

M2
T

(
pµ − p · q

q2
qµ

)(
pν − p · q

q2
qν

)
(E.2.3)

oraz leptonowego (2.1.12):

Lµν =
1

2
(kµk′ν + k′µkν − gµνk · k′) . (E.2.4)
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Podstawiamy to do wzoru na przekrój czynny:

σ =
1

MT

∫
d3k′

e4

qµ4

1

(2π)2 EkEk′

{
W1

(
q2, q · p) k · k′+ (E.2.5)

+
1

M2
T

W2

(
q2, q · p)

[
(k · p) (k · p′)− 1

2
p2k · k′

]}
.

U»ywaj¡c relacji qµ = kµ − k′µ i wykonuj¡c pewne przeksztaªcenia algebraiczne mo»na
znacznie upro±ci¢ nasze równanie:

q2 = E2
k + E2

k′ − 2EkEk′ − k2 − k′2 + 2 |k| |k′| cos Θ = −4EkEk′ sin
2 Θ

2
(E.2.6)

p = (MT , O) , p2 = M2
T

qµ4 = 16 (EkEk′)
2 sin4 Θ

2
, p · ki = MT Ei

k · k′ = EkEk′ − EkEk′ cos Θ = 2EkEk′ sin
2 Θ

2
.

W naszej notacji q2 < 0! Podstawmy te zale»no±ci do przekroju czynnego:

σ =

∫
d3k′

e4

16MT (EkEk′)
3 sin4 Θ

2
(2π)2 · (E.2.7)

·
{

2EkEk′ sin
2 Θ

2
W1 + W2

(
EkEk′ − EkEk′ sin

2 Θ

2

)}
=

=

∫
d3k

′ e4

16MT (EkEk′)
3 sin4 Θ

2
(2π)2

{
2W1EkEk′ sin

2 Θ

2
+ W2 cos2 Θ

2

}
.

Standardowo oznaczamy staª¡ struktury subtelnej, jako:

α =
e2

4π
. (E.2.8)

i przekrój Motta:

σMott = σM =
α2 cos2 Θ

2

4E2
k sin4 Θ

2

. (E.2.9)

W ten sposób dostajemy wzór na przekrój czynny w zwartej formie:
d2σ

dΩdEk′
=

σM

MT

(
W2 + 2W1 tan2 Θ

2

)
. (E.2.10)

To wyra»enie jest bardzo ogólne i prawdziwe dla wszystkich przypadków, w których ob-
serwuje si¦ jedynie ko«cowy p¦d elektronów. Oznacza to, »e mo»na je stosowa¢ nawet do
rozpraszania nieelastycznego. Taki sam wzór otrzymano w [11].

E.3 Dyskusja tensora j¡drowego dla rozpraszania kwazielastycznego
Tensor j¡drowy dla procesów inkluzywnych ma posta¢:

(E.3.1)

Wµν =
∑
X

δ (EX − Ei − ν)
∑

h.s.

(2π)3

V
〈X|

∫
d3xe−iqxĴµ(x) |i〉 ·

· 〈X|
∫

d3xe−iqxĴν(x) |i〉∗ Ei.
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Ten tensor nadal speªnia zasad¦ zachowania pr¡du (2.1.15). Argument jest nast¦puj¡cy:
wªasno±ci transformacyjne tensora leptonowego i reszty pozostaªych czynników nie ulegªy
zmianie a przekrój czynny nadal jest lorentzowskim skalarem. Pomimo, »e wewn¦trzna
struktura obiektu ulega zmianie to brak pomiaru dodatkowych stopni swobody ukªadu
oznacza, »e musi on mie¢ te same wªasno±ci transformacyjne, co Wµν dla rozpraszania
elastycznego. W wypadku przekroju kwazielastycznego (stan ko«cowy skªada si¦ z j¡dra i
wybitego nukleonu o okre±lonych p¦dach p′j i pn), tensor ten ma posta¢:

Wµν =
∑
spiny

ko«cowe

∫
d3p′jd

3pnδ
(
E ′

j + E ′
n − Ei − ν

) ∑
spiny
j¡dra

(2π)3

V
· (E.3.2)

· 〈X|
∫

d3xe−iqxĴµ(x) |i〉 〈X|
∫

d3xe−iqxĴν(x) |i〉∗ Ei.

Zgodnie z zaªo»eniami wykonujemy tutaj u±rednienie po spinach stanu ko«cowego. Stan
|X〉 zapisa¢ mo»na jako:

|X〉 =
∣∣p′j, pn

〉
(E.3.3)

i jest on stanem o okre±lonym p¦dzie pn + p′j. W celu uzyskania bardziej �przyjaznej� do
oblicze« postaci tensora j¡drowego nale»y dokona¢ kilku przeksztaªce«. Najpierw przegru-
pujemy sumy po stopniach swobody ukªadu j¡dro+ wybity nukleon:

Wµν =

∫
d3pn

∫
d3p′jδ

(
E ′

j + E ′
n − Ei − ν

) · (E.3.4)

·
∑
spiny

(
Ei(2π)3

V

)1/2

〈X|
∫

d3xe−iqxĴµ(x) |i〉 ·

·
∑
spiny

(
Ei(2π)3

V

)1/2

〈X|
∫

d3xe−iqxĴν(x) |i〉∗ .

Przeprowadzimy teraz analiz¦ liczby stopni swobody ró»niczkowego przekroju czynnego.
Ko«cowe stany j¡dra, nukleonu i rozproszonego elektronu daj¡ 9 stopni swobody zwi¡-
zanych z kinematyk¡ + stopnie spinowe. Cztery stopnie swobody kinematyczne daj¡ si¦
wyeliminowa¢ z zasad zachowania energii i p¦du (b¡d¹ te» zachowania energii i reguª wy-
boru momentu p¦du- t¦ baz¦ b¦dziemy gªównie rozwa»a¢ w naszych obliczeniach). Za
pozostaªe 5 najwygodniej wybra¢ przekaz energii ν (1 stopie« swobody), k¡t rozproszenia
elektronu Ω (2 stopnie swobody) i k¡t rozproszenia nukleonu Ωp (ostatnie 2 stopnie). Caªk¦
po energii nukleonu mo»na wykona¢ u»ywaj¡c delty Diraca zwi¡zanej z zasad¡ zachowania
energii. Tensor j¡drowy przyjmuje wówczas posta¢:

Wµν = R
∑

i

∑

f

∫
p2

fdΩpf
Jµ(q)Jν(q)∗. (E.3.5)

Sumy w tym wzorze oznaczaj¡, »e u±redniamy po stanach pocz¡tkowych j¡dra (w bazie
momentu p¦du

∑
i ≡ 1

2Ji+1

∑
Mi

) i sumujemy po ko«cowych ukªadu j¡dro + nukleon
(
∑

f ≡
∑

Jf ,Mf
). Pr¡d j¡drowy zapisano, jako:

Jµ(q) = 〈f |
∫

d3xĴµ(x) |i〉 . (E.3.6)
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Patrz¡c si¦ kolejny raz na stopnie swobody w równaniu (E.3.5) widzimy, »e wszystko
si¦ sumuje do sze±ciu z ogólnej liczby dziewi¦ciu stopni1: prawa strona zawiera caªk¦
po 2, 4 odpadaj¡ z zasad zachowania. Elementy macierzowe liczone s¡ teraz pomi¦dzy
stanem pocz¡tkowym |i〉 a kolektywnym stanem ko«cowym j¡dro+ nukleon |f〉. Mo»e on
posiada¢ okre±lony p¦d sumaryczny pµ

f lub te» (bardziej u»yteczne przy opisie wzbudze«
kolektywnych, które s¡ gªównym celem tej pracy) z nukleonu o p¦dzie pf i i spinie s
oraz j¡dra resztkowego o momencie p¦du opisanym liczbami kwantowymi Jr,Mr. Caªo±¢
daje si¦ zªo»y¢ w funkcj¦ wªasn¡ momentu p¦du o liczbach kwantowych J,M . Wtedy
oprócz caªki po k¡cie bryªowym wyst¦puje suma po dozwolonych stanach momentu p¦du.
Na mocy dyskusji normalizacji w dodatku A.4 baza stanów momentu p¦du nie generuje
czynników 1

V
podczas oblicze«. Wykonuj¡c cz¦±¢ caªek i absorbuj¡c wiele czynników z

równania (E.3.4) do elementów Jµ(q) otrzymali±my o wiele bardziej zwart¡ i czyteln¡
posta¢ tensora j¡drowego. Przez R oznaczamy odrzut j¡dra, obliczony dla przykªadu w
rozpraszaniu elastycznym do stanów wzbudzonych w dodatku E.4. Jego posta¢ to:

R−1 =

[
1 +

2Ek sin2
(

Θ
2

)

MT

]
. (E.3.7)

E.4 Rozpraszanie do stanów wzbudzonych- wspóªczynnik odrzutu
Najprostszy przypadek takiego rozpraszania to proces elastyczny, w którym j¡dro po od-
dziaªywaniu przechodzi w stan wzbudzony. Sytuacja ta charakteryzuje si¦ zmian¡ masy
spoczynkowej j¡dra: MT → M ′

T ≥ MT (w ukªadzie spoczynkowym j¡dra).

qµ = (k − k′)µ
= (ν, q) (E.4.1)

Ep′ =

√
M ′

T
2 + p′2 = MT + ν. (E.4.2)

U»yjemy tej samej metody, co przy obliczeniu przekroju czynnego, tylko tym razem mu-
simy uwzgl¦dni¢ zmian¦ masy. Technika ta zostaªa przedstawiona w [11]. Caªka po Ek′

mo»e zosta¢ obliczona za pomoc¡ energetycznej delty Diraca.

∫
dEk′δ (Ep′ −MT − ν) =

∫
dEk′δ (Wf −Wi) = (E.4.3)

=

∫
dWfδ (Wf −Wi)

∂Ek′

∂Wf

=
∂Ek′

∂Wf

.

Wi =
∑

Ei = MT + ν

Wf =
∑

Ef = Ek′ + Ep′ .

Do uko«czenia oblicze« potrzebny jest nam Jakobian.

Wf =

√
p′2 + M ′

T
2 + Ek′ =

[
(k − k′)2

+ M∗2
T

]1/2

+ Ek′ = (E.4.4)

=
[
E2

k + E2
k′ − 2EkEk′ cos Θ + M∗2

T

]1/2
+ Ek′ .

1 W tensorze j¡drowym nie ma stopni zwi¡zanych z elektronem- ró»niczkujemy caªo±¢ po energii i k¡cie
bryªowym rozproszonego elektronu.
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Ró»niczkowanie po Ek′ da si¦ wykona¢ z wykorzystaniem zasady zachowania energii:
∂Wf

∂Ek′
=

Ek′ − Ek cos θ

Ep′
+ 1 =

Ek′ + Ep′ − Ek cos Θ

Ep′
= (E.4.5)

=
MT + Ek (1− cos Θ)

Ep′
=

MT

Ep′

[
1 +

2Ek sin2
(

Θ
2

)

MT

]
.

Wielko±¢ w nawiasie jest odwrotno±ci¡ czynnika odrzutu (w przypadku, gdy masa j¡dra
jest du»o wi¦ksza od przekazu energii, czynnik ten mo»na zaniedba¢):

R−1 =

[
1 +

2Ek sin2
(

Θ
2

)

MT

]
. (E.4.6)

Nasz Jakobian przyjmuje posta¢:
∂Ek′

∂Wf

=
Ep′

MT

r. (E.4.7)

Mo»emy te» zmieni¢ de�nicje j¡drowych elementów macierzowych:

Wi

(
q2, q · p) = wi(q

2)
M2

T

Ep′
δ (p0 − p′0 + q0) . (E.4.8)

Zale»¡ one jedynie od q2 a przekrój czynny przyjmuje posta¢:

dσ

dΩwzbudzenia
= σMott

(
w2 + 2w1 tan2

(
Θ

2

))
R. (E.4.9)

Tutaj nasuwa si¦ pytanie, czy wµν jest nadal tensorem. Czynnik M2

Ep′
δ (p0 − p′0 − q0) jest

Lorentzowskim skalarem (stany in i out s¡ zawsze na powªoce masy) tak wi¦c wµν jest
dobrym tensorem. Przy tych zaªo»eniach jawna posta¢ tensora j¡drowego jest nast¦puj¡ca:

wµν

(
q2

)
=

∑
i

∑

f

EpE
f
p′

M2
T

(2π)6 δ3 (p− p′ − q) 〈i| Ĵν (0) |f〉 〈f | Ĵµ (0) |i〉 . (E.4.10)

Caªy efekt zmiany masy zostaª zaabsorbowany w prosty sposób do tensora j¡drowego. W
celu otrzymania przekroju caªkowitego nale»y wysumowa¢ wkªady od wszystkich dozwo-
lonych wzbudze« j¡dra. Trudno±ci mog¡ pojawi¢ si¦ w momencie, kiedy potrzebujemy
konkretnego modelu j¡dra. Masy stanów wzbudzonych s¡ wyznaczone do±wiadczalnie, ale
funkcje falowe i rzeczywiste poziomy energetyczne s¡ trudne do odtworzenia. W przy-
padku rozpraszania inkluzywnego mo»na post¡pi¢ w podobny sposób. Je»eli interesujemy
si¦ sytuacj¡, w której nie obserwujemy stanu ko«cowego wybitego do kontinuum nukleonu
mo»na z ogólnych zasad zachowania uzyska¢ analogiczny wzór:

dσ

dΩdν inkluzywny
= σM

∑
wzbudzenia

(
W2 + 2W1 tan2

(
Θ

2

))
R + (E.4.11)

+ σM

∑
kontinuum

(
W2 + 2W1 tan2

(
Θ

2

))
R.

Tutaj mamy wi¦cej stopni swobody, tak wi¦c zasady zachowania pozwalaj¡ obliczy¢ jedynie
dσ

dΩdν
(wi¦cej szczegóªów w dodatku E.3 i w rozdziale 2.2 ). Tensor j¡drowy dla stanów

w kontinuum zawiera dodatkowe caªkowanie po k¡cie bryªowym uciekaj¡cego nukleonu.
Problem stanowi obliczenie 〈f | Ĵµ |i〉 i w tym celu musimy zapostulowa¢ konkretny model
j¡dra.
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E.5 Rozwini¦cie operatorów Ĵ± w bazie NOT.
Ta analiza doprowadzi nas do redukcji operatora przej±cia do zbioru NOT. Zostaªa przed-
stawiona ze szczegóªami w [11]. Rozwa»ania s¡ do±¢ skomplikowane ze wzgl¦dów tech-
nicznych. Jak ju» wspomnieli±my wcze±niej, potrzebna nam jest transformacja z bazy fal
pªaskich do bazy funkcji sferycznych. ogólny wzór na rozwini¦cie eiqx w tej bazie wygl¡da
nast¦puj¡co:

eiqx =
∞∑

l=0

il
√

4π (2l + 1)jl(qr)Yl0 (Ωx) . (E.5.1)

Koniecznym staje si¦ wprowadzenie kilku funkcji specjalnych: sferycznych funkcji Bessela
jl(kr) i harmonik sferycznych (omówionych w dodatku D). W caªce fourierowskiej opisuj¡-
cej operator pr¡du wyst¦puj¡ kombinacje dwóch obiektów: eksponenty eiqx oraz wektora
polaryzacji wirtualnego fotonu eλ. �eby zwin¡¢ rozwini¦cie eiqx z eλ w funkcj¦ wªasn¡
momentu p¦du trzeba u»y¢ de�nicji spinorowych harmonik sferycznych opisanych w do-
datku D.2 a konkretnie wektorowych harmonik sferycznych opisanych równaniem (D.2.4).
U»ywaj¡c odwracalno±ci transformacji opisanej tym równaniem otrzymujemy:

Yl,m(Ωx)eλ =
∑
J,M

〈lm1λ|l1JM〉Y M
J,L. (E.5.2)

Co umo»liwia rozpisanie funkcji podcaªkowej w postaci:

eq,λe
iqx =

∑

l

∑
J

il
√

4π (2l + 1)jl(qr) 〈lm1λ|l1JM〉Y M
J,l . (E.5.3)

Ta suma wydaje si¦ by¢ skomplikowana, ale reguªy wyboru momentu p¦du pozostawiaj¡
jedynie elementy z J = l i J = l± 1. St¡d te» podstawiaj¡c jawn¡ posta¢ wspóªczynników
Clebsha- Gordana otrzymujemy:

eq,λe
iqx =

∑
J≥1

iJ
√

2π(2j + 1)
{−λjJ(qx)Y λ

J,J ;1(Ω)+ (E.5.4)

− i

[√
J + 1

2J + 1
jJ−1(qx)Y λ

J,J−1(Ω)−
√

J

2J + 1
jJ+1(qx)Y λ

J,J+1(Ω)

]}
.

Do dalszych oblicze« potrzebne b¦d¡ pewne wzory matematyczne. Pierwszy z nich de�-
niuje rotacj¦ z iloczynu WHS z funkcj¡ zale»n¡ od r:

i∇× (
Y m

j,j f(r)
)

=

√
j + 1

2j + 1

[
(j + 1)

f

r
+

df

dr

]
Y m

j,j−1 + (E.5.5)

+

√
j

2j + 1

[
−j

f

r
+

df

dr

]
Y m

j,j+1.

Drugi z nich okre±la operatory podnosz¡ce i opuszczaj¡ce indeks sferycznych funkcji Bes-
sela (odpowiednik operatorów �drabinkowych� kwantowego oscylatora harmonicznego):

(
d

dr
− J

r

)
jJ(r) = −jJ+1(r) (E.5.6)

(
d

dr
+

J + 1

r

)
jJ(r) = jJ−1(r).
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Zastosowanie tych wzorów przeksztaªci (E.5.4) w nast¦puj¡cy sposób:

eq,λe
iqx =

∑
J≥1

iJ
√

2π(2j + 1)
{−λjJ(qx)Y λ

J,J ;1(Ω)+ (E.5.7)

− 1

q
∇× [

jj(qx)Y λ
J,J ;1(Ω)

]}
.

Te równania zmieniaj¡ si¦ w trywialny sposób wraz ze zmian¡ polaryzacji fotonu, poniewa»:

Y λ
J,J ;1 = −(−1)λY −λ

J,J ;1(Ω). (E.5.8)

Dzi¦ki tym matematycznym przeksztaªceniom otrzymujemy rozwini¦cie operatorów pr¡du
j¡drowego w bazie NOT:

∫
eq,λe

−iqxJ(x)d3x =
∑
J≥1

(−i)J
√

2π(2J + 1)
[
−T̂ el

J,−λ(q) + λT̂mag
J,−λ(q)

]
. (E.5.9)

Operatory elektryczne i magnetyczne zde�niowane s¡ w sposób nast¦puj¡cy:

T̂ el
J,λ(q) =

1

q

∫ [∇× jJ(qx)Y λ
J,J ;1(Ω)

]
Ĵ(x)d3x (E.5.10)

T̂mag
J,λ (q) =

∫
jJ(qx)Y λ

J,J ;1(Ω)Ĵ(x)d3x.

E.6 Rozwini¦cie multipolowe elementów macierzowych operatora g¦sto±ci
ρ̂(x)

Dla operatora J0 stosujemy nast¦puj¡ce rozwini¦cie:

(E.6.1)
∑

i

∑

f

∣∣∣∣〈i|
∫

d3xeiqxρ̂(x) |f〉
∣∣∣∣
2

=

=
∑

i

∑

f

∣∣∣∣∣〈i|
∫

d3x
∑

J

(i)J
√

4π(2J + 1)jJ(kx)YJ0(Ω)ρ̂(x) |f〉
∣∣∣∣∣

2

.

�eby zapisa¢ to równanie w dobrej multipolowej formie nale»y u»y¢ pewnych wªasno±ci
harmonik sferycznych i wielomianów Legendre'a:

YJM(Θ, Φ) =

√
(2J + 1)(J −M)!

4π(J + M)!
PJM(cos Θ)eiMφ (E.6.2)

PJ0(cos α) =
4π

2J + 1

J∑
M=−J

Y ∗
JM(Θ′, φ′)YJM(Θ, φ) ; α = ∠(eΘ,φ, eΘ′,φ′)

YJM(0, 0) = 1.
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To pozwala nam obliczy¢ poszukiwane rozwini¦cie multipolowe:

(E.6.3)
∑

i

∑

f

∣∣∣∣〈i|
∫

d3xeiqxρ̂(x) |f〉
∣∣∣∣
2

=

=
∑

i

∑

f

∣∣∣∣∣〈i|
∫

d3xρ̂(x)
∑
JM

(i)J(2J + 1)jJ(qx)
4π

2M + 1
YJM(Ω) |f〉

∣∣∣∣∣

2

=

=
∑

i

∑

f

∣∣∣∣∣
∑
JM

(i)J4π 〈MfJf | T̂ c
JM |JiMi〉

∣∣∣∣∣

2

=

=
4π

2Ji + 1

∑
Mi

∑
Mf

∣∣∣∣∣
∑

J

(−1)Ji−Mi

√
2J + 1

〈JfMfJi −Mi|JfJiJM〉 〈Jf‖M̂ c
J‖Ji〉

∣∣∣∣∣

2

=

=
4π

2Ji + 1

∣∣∣∣∣
∑

J

(−1)Ji−Mi

√
2J + 1

〈Jf‖M̂ c
J‖Ji〉

∣∣∣∣∣

2

.

Tutaj zde�niowano M̂J :

M̂JM =

∫
d3xρ̂(x)jJ(qx)YJM(Ω). (E.6.4)

E.7 Caªka po k¡cie emisji nukleonu. Moment p¦du a obroty przestrzenne

Fig. E.1: Obrót osi emisji nukleonu wzgl¦dem ukªadu laboratoryjnego.
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Chcemy wykona¢ ko«cow¡ caªk¦ po k¡cie bryªowym emisji nukleonu w celu uzyskania
ko«cowej formy funkcji postaci.

(E.7.1)
∫

dΩn
1

2Ji + 1

∑
Mi

∑
Mf

∣∣∣∣∣
∑

J

(−i)J
√

2J + 1 〈JfMf (Ωn)| T̂JM(q) |JiMi(Ωn)〉
∣∣∣∣∣

2

=

= ?

To zagadnienie wymaga rozpatrzenia ogólnej wªasno±ci rotacji stanów wªasnych opera-
tora momentu p¦du, co zostaªo zaprezentowane w jednym z rozdziaªów [11]. Zaªó»my, »e
ukªadem odniesienia b¦dzie ukªad laboratoryjny, a obraca¢ b¦dziemy k¡tami emisji nukle-
onu. Najpierw musimy znale¹¢ operator ª¡cz¡cy stany wªasne operatorów momentu p¦du
w dwóch ukªadach obróconych wzgl¦dem siebie o k¡t β. Analizuj¡c wªasno±ci komutacji
operatorów momentu p¦du mo»na wykaza¢, »e obrót ten realizowany jest przez operator
R̂−β ≡ e−iβĴy . Dowód mo»na przeprowadzi¢ robi¡c obrót osi i patrz¡c si¦, co si¦ stanie np.
z Ĵz. Osie nowego ukªadu s¡ poª¡czone ze starym poprzez równanie:

ez′ = ez cos β + ex sin β (E.7.2)
ez′Ĵ = Ĵz cos β + Ĵx sin β.

U»ywaj¡c reguª komutacyjnych operatorów momentu p¦du mo»na pokaza¢, »e

e−iβĴy Ĵze
iβĴy = Ĵz + (−iβ)[Ĵy, Ĵz] +

(−iβ)2

2!
[Ĵy, [Ĵy, Ĵz]] + · · · (E.7.3)

[Ĵi, Ĵj] = iεijkĴk

sk¡d w prosty sposób wynika relacja:

e−iβĴy Ĵze
iβĴy = Ĵz

(
1− β2

2
+ · · ·

)
+ Ĵx

(
β − β3

3!
+ · · ·

)
= (E.7.4)

= Ĵz cos β + Ĵx sin β =

= ez′Ĵ .

St¡d te» wynika nast¦puj¡ca identyczno±¢:

(ez′Ĵ)e−iβĴy = Ĵz′e
−iβĴy = e−iβĴy Ĵz. (E.7.5)

Dziaªaj¡c tym operatorem na stan wªasny momentu p¦du |JM〉 otrzymujemy:

(ez′Ĵ)[e−iβĴy |JM〉] = M [e−iβĴy |JM〉]. (E.7.6)

Znale¹li±my wi¦c sposób na obracanie stanów wªasnych i operatorów multipolowych wzgl¦-
dem wybranej osi ukªadu wspóªrz¦dnych.
Jak obróci¢ teraz stan |JfMf〉 skwantowany wzdªu» osi ukªadu emisji nukleonu do stanu
|JfMf (Ωn)〉 skwantowanego w ukªadzie laboratoryjnym. Trzeba wykona¢ 3 obroty Eulera:

1. −α wokóª epf
(E.7.7)

2. −β wokóª ep2

3. −γ wokóª epf
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gdzie ep2 wyznacza o± y ukªadu emisji nukleonu. Operatorem, który speªni to zadanie
jest:

R̂+α,+β,+γ = exp
{

iγĴ3

}
exp

{
iβĴ2

}
exp

{
iαĴ3

}
. (E.7.8)

Osie {2, 3} s¡ teraz ustalonymi w laboratorium osiami
{
epf

, ep2

}
. Tak wi¦c:

|JfMf (Ωn)〉 = R̂γ,β,α |JiMi〉 =
∑
Mk

DJf

MkMi
|JfMk〉 . (E.7.9)

Wprowadzili±my macierze rotacji DJi
MkMi

, które charakteryzuj¡ zachowanie stanów wªa-
snych momentu p¦du pod wpªywem obrotów. Mo»liwo±¢ takiego podstawienia wynika
bezpo±rednio z wªasno±ci nieprzywiedlnych operatorów tensorowych (dodatek C.4). Naj-
pierw przygl¡damy si¦ relacjom komutacyjnym NOT z operatorami momentu p¦du:

[
Ĵi, T̂J,M(q)

]
=

∑

M ′
〈JM ′| Ĵi |JM〉 T̂J,M ′(q). (E.7.10)

Analogiem tego równania jest transformacja ci¡gªa:

R̂α,β,γT̂J,M(q)R̂−1
α,β,γ =

∑

M ′
DJ

MM ′(αβγ)T̂J,M ′(q), (E.7.11)

gdzie:

DJ
MM ′(αβγ) = 〈JM ′| exp

{
iγĴ3

}
exp

{
iβĴ2

}
exp

{
iαĴ3

}
|JM〉 . (E.7.12)

Taki sam tok rozumowania jest prawdziwy dla rotacji stanów wªasnych. Istnieje jeszcze
zespolona faza zwi¡zana z dowolnym k¡tem obrotu osi ep2 i ep2 wokóª epf

, ale podczas
obliczania kwadratu moduªów elementów macierzowych i tak by znikªa. Dlatego te» mo-
»emy j¡ pomin¡¢.
Elementy macierzowe operatorów multipolowych przej±¢ promienistych zwi¡zanych z
transmisj¡ fotonu o polaryzacji λ transformuj¡ si¦ w nast¦puj¡cy sposób:

〈JfMf (Ωn)| T̂J,−λ(q) |JiMi(Ωn)〉 = 〈JfMf | R̂−1
γ,β,αT̂J,−λ(q)R̂γ,β,α |JiMi〉 . (E.7.13)

Z wªasno±ci operatorów rotacji mo»emy otrzyma¢ równo±¢:

R̂−1
γ,β,α = R̂−α,−β,−γ. (E.7.14)

Wykorzystanie wªasno±ci NOT daje nam wynik:

R̂−α,−β,−γT̂J,−λ(q)R̂
−1
−α,−β,−γ =

∑

M ′
DJ

M ′,−λ(−α,−β,−γ)T̂J,M ′(q). (E.7.15)

Ostatecznie reguªa transformacyjna elementów macierzowych dla wygl¡da nast¦puj¡co:

〈JfMf (Ωn)| T̂J,−λ(q) |JiMi(Ωn)〉 = (E.7.16)
=

∑

M ′
DJ

M ′,−λ(−α,−β,−γ) 〈JfMf | T̂J,M ′(q) |JiMi〉 .
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Chcemy teraz zast¡pi¢ k¡ty Eulera k¡tami emisji nukleonu w ukªadzie laboratoryjnym.
Okazuje si¦, i»:

α ≡ φn (E.7.17)
β ≡ θn

γ ≡ −φn.

Znaj¡c argument macierzy obrotu mo»emy wykona¢ w ko«cu caªk¦ (E.7.1):

(E.7.18)
∫

dΩn
1

2Ji + 1

∑
Mi

∑
Mf

∣∣∣∣∣
∑

J

(−i)J
√

2J + 1 〈JfMf (Ωn)| T̂JM(q) |JiMi(Ωn)〉
∣∣∣∣∣

2

=

=

∫
dΩn

1

2Ji + 1

∑
Mi,Mf

∑
M1,M2

∑
J

(2J + 1) ·

·DJ
M1,−λ(−φn,−θn, φn) 〈JfMf | T̂J,M1(q) |JiMi〉 ·

·DJ
M2,−λ(−φn,−θn, φn)∗ 〈JfMf | T̂J,M2(q) |JiMi〉∗ .

Reguªy ortogonalno±ci macierzy obrotu w naszej konwencji s¡ nast¦puj¡ce:
∫ π

0

sin ΘdΘ

∫ 2π

0

dφDJ
M,−λ(−φ,−Θ, φ)∗DJ ′

M ′,−λ(−φ,−Θ, φ) =
4π

2J + 1
δJJ ′δMM ′ . (E.7.19)

Mo»emy to wstawi¢ do naszej caªki i zastosowa¢ twierdzenie Wignera-Eckarta:
∫

dΩn(. . . ) =
4π

2Ji + 1

∑
J,M

∑
Mi,Mf

∣∣∣〈JfMf (Ωn)| T̂JM(q) |JiMi(Ωn)〉
∣∣∣
2

= (E.7.20)

=
4π

2Ji + 1

∑
Mi

∑
Mf

∑
J,M

1

(2J + 1)

∣∣∣〈JfMfJi −Mi|JfJiJM〉 〈Jf‖T̂J(q)‖Ji〉
∣∣∣
2

=

=
4π

2Ji + 1

∑
J

∣∣∣〈Jf‖T̂J(q)‖Ji〉
∣∣∣
2

.

Ostatnia równo±¢ wynika z
∑

Mi

∑
Mf
|〈JfMfJi −Mi|JfJiJM〉|2 = 1. Okazuje si¦, »e

caªkowanie po k¡cie emisji nukleonu daje staª¡ multiplikatywn¡ 4π. Taki wynik otrzymali
[5] i [11].



F. OBLICZENIA POMOCNICZE DOTYCZ�CE CRPA

Dodatki F.1- F.3 bazuj¡ na [6]. Uzupeªniªem po±rednie kroki obliczeniowe, odtwarzaj¡c
podane w tej ksi¡»ce wyniki.

Dodatek F.4 bazuje na pracy [3], gdzie zaprezentowano identyczne rachunki.

F.1 Przeksztaªcenie hamiltonianu do bazy operatorów cz¡stek i dziur
Hamiltonian dwuciaªowy, u»ywany m.in. w CRPA, ma posta¢:

Ĥ =
∑

α,β

c†α
〈
α

∣∣∣T̂
∣∣∣ β

〉
cβ +

1

2

∑

α,β,γ,δ

c†αc†β 〈αβ |V | γδ〉 cδcγ (F.1.1)

gdzie operatory kreacji i anihilacji speªniaj¡ zwi¡zek antykomutacyjny:
{
c†α, cβ

}
= δα,β ≡ δnα,nβ

δlα,lβδjα,jβ
δmα,mβ

Θ(−εα) + (F.1.2)
+ δ(εα − εβ)δlα,lβδjα,jβ

δmα,mβ
Θ(εα).

Zakªadamy, »e ukªad daje si¦ opisa¢ liczbami kwantowymi |α〉 = |nlsjmj〉, a jego stan
podstawowy jest obsadzony do pewnego poziomu energetycznego F . Wtedy mo»emy zde-
�niowa¢ operatory cz¡stek i dziur za pomoc¡ relacji:

a†α ≡ c†α, α > F (F.1.3)
b†α ≡ S−αc−α, α < F.

Czynnik fazowy
Sα ≡ (−1)jα−mα (F.1.4)

sprawia, »e operator b†α jest operatorem kreacji dziury o okre±lonym momencie p¦du
|jαmα〉. Transformacja ta jest kanoniczna, co mo»na sprawdzi¢ na podstawie niezmienni-
czo±ci reguª antykomutacyjnych:

{
a†α, aα′

}
=

{
b†α, bα′

}
= δα,α′ (F.1.5)

δα,α′ ≡ δnα,nα′δ[α],[α′]Θ(−εα) + δεα,εα′δ[α],[α′]Θ(εα).

Pozostaªe antykomutatory s¡ zerowe. Oczywi±cie dla cz¡stek musimy rozró»nia¢ sytuacje,
czy operator dotyczy kontinuum, czy te» stanu zwi¡zanego i u»y¢ relacji typu (3.2.6).
Konieczno±¢ wprowadzenia czynnika fazowego (F.1.4) dla operatorów dziurowych mo»na
sprawdzi¢ wykazuj¡c, »e b†α jest skªadow¡ mα nieprzywiedlniego operatora tensorowego
rz¦du jα. Moment p¦du powinien tworzy¢ w bazie {n, l, j} macierz diagonaln¡ i nie zale»e¢
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od n i l. Operator momentu p¦du postulujemy w postaci:
Ĵ =

∑

α,β

c†α 〈α |J | β〉 = (F.1.6)

=
∑

n,l,j,m,m′<F

〈jm |J | jm′〉 (−1)2j−m−m′
bnlj−mb†nlj−m′ +

+
∑

F<nljmm′<0

〈jm |J | jm′〉 a†nljmanljm′ +

+

∫ ∞

0

dε
∑

l,j,m,m′
〈jm |J | jm′〉 a†εljmaεljm′ =

=
∑

n,l,j,m,m′<F

〈jm |J | jm′〉 (−1)m+m′
(δm,m′ − b†nlj−m′bnlj−m) +

+
∑

F<nljmm′<0

〈jm |J | jm′〉 a†nljmanljm′ +

+

∫ ∞

0

dε
∑

l,j,m,m′
〈jm |J | jm′〉 a†εljmaεljm′ .

Czªon zawieraj¡cy δm,m′ odpadnie, poniewa»
∑j

m=−j m = 0. Z twierdzenia Wignera-
Eckarta dostajemy relacj¦ dla elementów macierzowych Ĵ1,q

〈jm |J1,q| j,m′〉 = (−1)m−m′+1 〈j −m |J1,q| j,−m′〉 . (F.1.7)
Nast¦pnie mo»emy zamieni¢ zmienne sumowania z m,m′ na −m,−m′ w celu otrzymania
ostatecznego wzoru na moment p¦du postaci:

Ĵ =
∑

n,l,j,m,m′<F

b†nljm′ 〈jm |J | jm′〉 bnljm + (F.1.8)

+
∑

F<nljmm′<0

a†nljm 〈jm |J | jm′〉 anljm′ +

+

∫ ∞

0

dε
∑

l,j,m,m′
a†εljm 〈jm |J | jm′〉 aεljm′ .

Dowód na to, »e b†α jest operatorem tensorowym przeprowadzamy obliczaj¡c komutator z
momentem p¦du:[

Ĵ , b†a,mα

]
=

∑

β,γ

〈β |J | γ〉 δα,γb
†
β =

∑

m′
α

〈jα,mα |J | jαmα〉 b†a,m′
α
. (F.1.9)

To ko«czy dowód.
Teraz chcieliby±my przepisa¢ hamiltonian (F.1.1) za pomoc¡ iloczynów normalnych ope-
ratorów cz¡stek i dziur. Stan pró»ni naszej teorii de�niujemy, jako:

aα |0〉 = bα |0〉 = 0 (F.1.10)
wtedy naturaln¡ de�nicj¡ kontrakcji c†αcβ︸︷︷︸ i iloczynu normalnego : c†αcβ : operatorów fer-
mionowych jest:

c†αcβ︸︷︷︸ =
〈
0
∣∣c†αcβ

∣∣ 0
〉

= Θ(F − α)δα, β (F.1.11)

: c†αcβ : = c†αcβ − c†αcβ︸︷︷︸ .
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Stosuj¡c twierdzenie Wicka oraz korzystaj¡c z symetrii 〈αβ |V | γδ〉 = 〈βα |V | δγ〉, przepi-
sujemy iloczyny operatorów z hamiltonianu, jako:

c†αcβ = Θ(F − α)δα,β+ : c†αcβ : (F.1.12)
c†αc†βcδcγ = (δαγδβδ − δαδδβγ)Θ(F − α)Θ(F − β) +

+ 2δαγΘ(F − α) : c†αcδ : −2δαδΘ(F − α) : c†βcγ : + : c†αc†βcδcγ : .

Przetransformowany hamiltonian przyjmie wtedy posta¢:

Ĥ =
∑

α,β

〈
α

∣∣∣T̂
∣∣∣ β

〉 (
δα,βΘ(F − α)+ : c†αcβ :

)
+ (F.1.13)

+
1

2

∑

α,β,γ,δ

〈αβ |V | γδ〉 {(δαγδβδ − δαδδβγ)Θ(F − α)Θ(F − β) +

+ 2δαγΘ(F − α) : c†βcδ : −2δαδΘ(F − α) : c†βcγ : + : c†αc†βcδcγ :
}

=

=
∑
α<F

〈
α

∣∣∣T̂
∣∣∣ α

〉
+

1

2

∑
α<F

(〈αβ |V |αβ〉 − 〈αβ |V |αβ〉) +

+
∑

β,δ

(〈
β

∣∣∣T̂
∣∣∣ δ

〉
−

∑
α<F

(〈αβ |V |αδ〉 − 〈αβ |V | δα〉)
)

: c†βcδ : +

+
1

2

∑

αβγδ

〈αβ |V | γδ〉 : c†αc†βcδcγ : .

W tym momencie dobrze jest wybra¢ de�nicj¦ bazy funkcji 1-cz¡stkowych, które b¦d¡
u»yte w dalszych obliczeniach. Korzystnym rozwi¡zaniem jest »¡danie, by 1- cz¡stkowa
cz¦±¢ hamiltonianu staªa si¦ diagonalna. Wtedy speªnione musi by¢ równanie:〈

β
∣∣∣T̂

∣∣∣ δ
〉

+
∑
α<F

(〈αβ |V |αδ〉 − 〈αβ |V | δα〉) = εβδβ,δ (F.1.14)

które jest równaniem na warto±ci wªasne energii cz¡stek nieoddziaªuj¡cych w u±rednionym
potencjale. Innymi sªowy, s¡ to równania Hartreego- Focka zadaj¡ce wyj±ciow¡ baz¦ funkcji
1-cz¡stkowych i mo»na je zapisa¢ w postaci:

T̂ φδ(x2) +
∑
α<F

∫
d3x1

[
φ†α(x1)V (x1, x2)φα(x1)φδ(x2)+ (F.1.15)

− φ†α(x1)V (x1, x2)φδ(x1)φα(x2)
]

= εδφδ(x2).

Caªy hamiltonian daje si¦ wtedy zapisa¢ w eleganckiej postaci:
Ĥ = H0 + Ĥ1 + Ĥ2 (F.1.16)

H0 =
∑
α<F

(Tα +
1

2
Vα)

Tα ≡
〈
α

∣∣∣T̂
∣∣∣α

〉
, Vα ≡

∑

β<F

(〈αβ |V |αβ〉 − 〈αβ |V | βα〉)

Ĥ1 =
∑
α>F

εαa†αaα −
∑
α<F

εαb†−αb−α

Ĥ2 =
1

2

∑

αβγδ

〈αβ |V | γδ〉 : c†αc†βcδcγ : .
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Warto±ci wªasne energii w tych wzorach to:

εα = Tα + Vα. (F.1.17)

Nale»y pami¦ta¢, »e sumowanie po stanach wzbudzonych zawiera sum¦ zarówno po ener-
giach dyskretnych jak i po kontinuum. Ten wynik jest ogólny, gdy» stosuje si¦ do ka»-
dego ukªadu jednocz¡stkowych liczb kwantowych |α〉. Przy symetrii sferycznej rdzenia
zyskujemy dodatkowe uproszczenie, gdy» wtedy energie jednocz¡stkowe nie zale»¡ od m
(Tα = Ta, Vα = Va).
Dodatkow¡ kwesti¡ jest uogólnienie powy»szego podej±cia do ukªadów j¡drowych, gdzie
mamy dwa rodzaje nukleonów: neutrony i protony. Najprostszym uogólnieniem jest roz-
szerzenie ukªadu jednocz¡stkowych liczb kwantowych o izospin, np.

|α〉 ≡
∣∣∣∣nl

1

2
jmj;

1

2
mt

〉
; mt = ±1

2
(F.1.18)

przy czym czynnik symetrii dla operatorów dziurowych równie» ulega zmianie:

Sα ≡ (−1)jα−mα(−1)
1
2
−mtα . (F.1.19)

Równania od (F.1.14) do (F.1.17) nadal pozostaj¡ w mocy i nadaj¡ si¦ do opisu j¡der o
sko«czonych rozmiarach.

F.2 Komutator
[
Ĥ, ζ̂†αβ

]

Zacznijmy od prostszego czªonu:

[
Ĥ1, ζ̂

†
αβ

]
=

[∑
η<F

εη

(
a†ηaη − b†−ηb−η

)
, ζ̂†αβ

]
= (εα − ε−β) ζ̂†αβ (F.2.1)

(komutator z H0 daje 0). Trudniej jest oszacowa¢ czªon zawieraj¡cy Ĥ2. Zawsze mo»emy
jednak odnale¹¢ cz¦±¢ daj¡c¡ niezerowy wkªad do równa« (3.4.10):

[
: c†γc

†
δcµcν :, ζ̂†αβ

]
=̇

[
SδSµ : a†γb−δb

†
−µaν : +SδSν : a†γb−δaµb

†
−ν : + (F.2.2)

+ SγSµ : b−γa
†
δb
†
−µaν : +SγSν : b−γa

†
δaµb

†
−ν : +

+ SγSδ : b−γb−δaµaν :, ζ̂†αβ

]
=

=
[
−SδSµa

†
γb
†
−µb−δaν + SδSνa

†
γb
†
−νb−δaµ +

+ SγSµa
†
δb
†
−µb−γaν − SγSνa

†
δb
†
−νb−γaµ +

+ SγSδb−γb−δaµaν , ζ̂
†
αβ

]
.

Musimy obliczy¢ wkªady od poszczególnych czªonów. Pierwszy typ zawieraj¡cy po 2 ope-
ratory kreacji i anihilacji jest w miar¦ prosty. Wystarczy obliczy¢ korzystaj¡c z (3.4.5):

[
b†µaν , a

†
pb
†
h

]
=̇δp,νδh,µ. (F.2.3)
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Natomiast czªon z czterema operatorami anihilacji wygl¡da nast¦puj¡co:
[
b−γb−δaµaν , ζ̂

†
αβ

]
= δα,νδβ,−δ ζ̂µ−γ + δα,µδβ,−γδα,νδβ,−γ ζ̂µ−δ − δα,µδβ,−δ ζ̂ν−γ. (F.2.4)

Teraz mo»emy podstawi¢ te relacje do komutatora 1. Otrzymujemy nast¦puj¡ce wyra»enie:

(F.2.5)[
Ĥ2, ζ̂

†
αβ

]
=̇

1

2

∑
γν

SβSν 〈γ − β |V | να〉 ζ̂†γ−ν +
1

2

∑

δµ

SβSµ 〈βδ |V |αµ〉 ζ̂†δ−µ +

− 1

2

∑
γµ

SβSµ 〈γ − β |V |αµ〉 ζ̂†γ−µ −
1

2

∑

δν

SβSν 〈−βδ |V | να〉 ζ̂†δ−ν +

+
1

2

∑

δµ

SβSδ 〈−βδ |V |αµ〉 ζ̂µ−δ +
1

2

∑
γν

SβSγ 〈γ − β |V | να〉 ζ̂ν−γ +

− 1

2

∑

δν

SβSδ 〈−βδ |V | να〉 ζ̂ν−δ − 1

2

∑
γµ

SβSγ 〈γ − β |V |αµ〉 ζ̂µ−γ .

To równanie upraszcza si¦, je»eli skorzystamy z symetrii elementów macierzowych poten-
cjaªu:

〈αβ |V | γδ〉 = 〈βα |V | δγ〉 (F.2.6)
〈αβ |V | γδ〉 = SαSβSγSδ 〈−γ − δ |V | − α− β〉 .

Zamieniaj¡c odpowiednie czynniki dostajemy:
[
Ĥ2, ζ̂

†
αβ

]
=̇

∑
µν

S−βS−ν

[
(〈µ− β |V | − να〉 − 〈µ− β |V |α− ν〉) ζ̂†µν + (F.2.7)

+ (〈−β − ν |V |αµ〉 − 〈−β − ν |V |µα〉) ζ̂µν

]
.

Dla prostoty wzorów mo»emy te» wprowadzi¢ jakie± oznaczenia dla czªonów zale»nych od
potencjaªu:

vαβ;µν ≡ S−βS−ν (〈µ− β |V | − να〉 − 〈µ− β |V |α− ν〉) (F.2.8)
uαβ;µν ≡ S−βS−ν (〈−β − ν |V |αµ〉 − 〈−β − ν |V |µα〉) .

Korzystaj¡c z to»samo±ci
[
Ĥ2, ζ̂αβ

]
= −

[
Ĥ2, ζ̂

†
αβ

]†
dostajemy zwi¡zki:

[
Ĥ2, ζ̂

†
αβ

]
=̇

∑
µν

(
vαβ;µν ζ̂

†
µν + uαβ;µν ζ̂µν

)
(F.2.9)

[
Ĥ2, ζ̂αβ

]
=̇ −

∑
µν

(
v∗αβ;µν ζ̂µν + u∗αβ;µν ζ̂

†
µν

)
.

1 Rozdziaª sumacji po stanach dyskretnych zostaª celowo pomini¦ty na tym etapie. Przygl¡daj¡c si¦
postaci komutatora (F.1.5), (3.4.5) wida¢, »e tak mo»na zrobi¢.
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F.3 Redukcja bazy równa« CRPA
W rozdziale 3.4.1 zde�niowali±my podstawowe poj¦cia sªu»¡ce do zamiany bazy równa«
CRPA na multipolow¡. Baz¦ równa« (3.4.14) redukujemy wykonuj¡c sumowanie, jak we
wzorze (3.4.22):

(F.3.1)
(εα − ε−β − ω) Xω

αβ +
∑
µ,ν

(
vαβ;µνXω

µν + uαβ;µνY ω
µν

)
= 0 |

∑
ma,mb

〈jama; jbmb|jajbJM〉

(εα − ε−β + ω)Y ω
αβ +

∑
µ,ν

(
v∗αβ;µνY ω

µν + u∗αβ;µνXω
µν

)
= 0 |

∑
ma,mb

SJ 〈jama; jbmb|jajbJ −M〉 .

Dla ukªadów o symetrii sferycznej mamy εα − ε−β = εa − εb. Pierwsze wyrazy dadz¡
(εa − εb − ω) Xω

abJ oraz (εa − εb + ω) Y ω
abJ . Symetria wzgl¦dem obrotów pozwala zapisa¢

nam elementy macierzowe potencjaªu, jako:

vαβ;µν =
∑

J ′,M ′
S−βS−ν 〈jmmm; jb −mb|jmjbJ

′M ′〉 〈jn −mn; jama|jnjaJ
′M ′〉 ·(F.3.2)

· {〈mbJ ′ |V |naJ ′〉 − (−1)ja+jn−J ′ 〈mbJ ′ |V | anJ ′〉}
uαβ;µν =

∑

J ′,M ′
S−βS−ν 〈jn −mn; jb −mb|jmjbJ

′M ′〉 〈jmmm; jama|jnjaJ
′M ′〉 ·

· {〈nbJ ′ |V |maJ ′〉 − (−1)ja+jm−J ′ 〈nbJ ′ |V | amJ ′〉}
Zapiszemy teraz cz¦±¢ sumy z elementami vαβ;µν :

∑
ma,mb

〈jama; jbmb|jajbJM〉
∑
µ,ν

vαβ;µνX
ω
µν =

∑
ma,mb

〈jama; jbmb|jajbJM〉 · (F.3.3)

·
∑
µ,ν

∑

J ′,M ′
S−βS−ν 〈jmmm; jb −mb|jmjbJ

′M ′〉 〈jn −mn; jama|jnjaJ
′M ′〉 ·

·{〈mbJ ′ |V |naJ ′〉 − (−1)ja+jn−J ′ 〈mbJ ′ |V | anJ ′〉}Xω
µν .

Problemem jest zªo»enie tego wyra»enia w obiekt o momencie p¦du J i zamianie Xω
µν na

Xω
mnJ . W tym celu musimy doda¢ do siebie 3 momenty p¦du. B¦d¡ potrzebne wªasno±ci

symboli 3− j i 6− j Wignera z dodatków C.2 i C.3 oraz transformacje nieprzywiedlnych
operatorów tensorowych z dodatku C.4.2. Zacznijmy od to»samo±ci (C.2.7):

〈jmmm; jb −mb|jmjbJ
′M ′〉 = (−1)jb−mb

(
2J ′ + 1

2jm + 1

)1/2

〈jbmb; J
′M ′|jbJ

′jmmm〉(F.3.4)

〈jbmb; J
′M ′|jbJ

′jmmm〉 = (−1)jb+J ′−jm 〈J ′M ′; jbmb|J ′jbjmmm〉 . (F.3.5)

Skomplikowany iloczyn wspóªczynników Clebsha- Gordana da si¦ wtedy przeksztaªci¢ do:
∑

ma,mb
M′

S−β 〈jama; jbmb|jajbJM〉 〈jmmm; jb −mb|jmjbJ
′M ′〉 · (F.3.6)

· 〈jn −mn; jama|jnjaJ
′M ′〉 =

=
∑

ma,mb
M′

〈jn −mn; jama|jnjaJ
′M ′〉

(
2J ′ + 1

2jm + 1

)1/2

(−1)4jb−jb+J ′−jm ·

〈jbmb; J
′M ′|jbJ

′jmmm〉 〈jama; jbmb|jajbJM〉 .
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Chcemy teraz jako± to wszystko zebra¢ do obiektu o momencie p¦du J . Przypomnijmy
sobie w tym celu de�nicj¦ symbolu 6− j:

(F.3.7){
J1 J2 J12

J3 J J23

}
=

(−1)J1+J2+J3+J

[(2J12 + 1)(2J23 + 1)]
〈(J1J2)J12J3JM |J1(J2J3)J23JM〉 =

=
(−1)J1+J2+J3+J

[(2J12 + 1)(2J23 + 1)]1/2

∑
M1,M2,M3
M12, M23

〈J1M1; J2M2|J1J2J12M12〉 ·

· 〈J12M12; J3M3|J12J3JM〉 〈J2M2; J3M3|J2J3J23M23〉 ·
· 〈J1M1; J23M23|J1J23JM〉 .

Patrz¡c na nasze równania mo»emy zaªo»y¢ zwi¡zek:

jn ≡ j1 (F.3.8)
ja ≡ j2

jb ≡ j3

J ≡ j12

J ′ ≡ j23

jm ≡ J

innymi sªowy dodajemy jn do ja by uzyska¢ J ′, potem do jb dodajemy J ′ i dostajemy jm.
Do peªnego symbolu 6−j brakuje nam

∑
mn,M oraz wspóªczynnika 〈jnmn; JM |jnJjmmm〉.

Wstawiamy wi¦c identyczno±¢:
∑

mn,M

〈jnmn; JM |jnJjmmm〉2 ≡ 1 (F.3.9)

(nasze wspóªczynniki s¡ rzeczywiste) oraz brakuj¡ce czynniki normuj¡ce. Stosujemy po
drodze jeszcze raz transformacje (C.2.7) i otrzymujemy wynik:

∑
ma,mb

M′

S−β 〈jama; jbmb|jajbJM〉 〈jmmm; jb −mb|jmjbJ
′M ′〉 · (F.3.10)

· 〈jn −mn; jama|jnjaJ
′M ′〉 =

= S−ν 〈jmmm; jnmn|jmjnJM〉 (−1)ja+jn+J ′(2J ′ + 1)

{
jn ja J ′

jb jm J

}
.

Prostota ko«cowego wyniku wynagrodzi nam skomplikowane wyprowadzenie:
∑

mamb

〈jamajbmb|jajbJM〉 vαβ;µν = vJ
ab;mn 〈jmmm; jnmn|jmjnJM〉 (F.3.11)

gdzie

(F.3.12)

vJ
ab;mn ≡

∑

J ′
(2J ′ + 1)

{
jn ja J ′

jb jm J

}
{〈mbJ ′ |V |naJ ′〉 − (−1)ja+jn−J ′ 〈mbJ ′ |V | anJ ′〉}
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W podobny sposób post¦pujemy z uJ
ab;mn. Tym razem dla odpowiednich kombinacji wspóª-

czynników Clebsha- Gordana otrzymamy:

(F.3.13)∑
ma,mb

M′

〈jama; jbmb|jajbJM〉 〈jmmm; jama|jmjaJ
′M ′〉 〈jn −mnjb −mb|jnjbJ

′M ′〉S−β =

= Sλ 〈jn −mnjm −mm|jnjmJM〉 (−1)ja+jm+J ′(2J ′ + 1)

{
jm ja J ′

jb jn J

}
.

Po uwzgl¦dnieniu wszystkich czynników fazowych dostajemy transformacj¦:
∑

mamb

〈jamajbmb|jajbJM〉uαβ;µν = uJ
ab;mn 〈jmmm; jnmn|jmjnJ −M〉SJ (F.3.14)

gdzie oba typy elementów macierzowych ª¡czy prosta transformacja:

uJ
ab;mn = (−1)Jn−jm−JvJ

ab;nm. (F.3.15)

Stosuj¡c te przeksztaªcenia mo»emy przepisa¢ równania CRPA w postaci:

(εa − εb − ω) Xω
abJ +

∑
m,n

(
vJ

ab;mnXω
mnJ + uab;mnY

ω
mnJ

)
= 0 (F.3.16)

(εa − εb + ω) Y ω
abJ +

∑
m,n

(
v∗Jab;mnY ω

mnJ + u∗Jab;mnX
ω
mnJ

)
= 0.

Ten ukªad równa« ma warto±ci i wektory wªasne niezale»ne od M . Widoczne staje si¦
te» rozszczepienie stanów o ró»nych J . W przypadku j¡der z oddziaªywaniem niezmienni-
czym wzgl¦dem obrotów w przestrzeni izospinowej mo»emy dokona¢ dalszej redukcji bazy.
Niech {α} = {n, l, j,m; 1

2
mt}. Izospinowe wspóªczynniki Clebsha- Gordana i czynniki fa-

zowe wchodz¡ do równa« w sposób analogiczny do tych pochodz¡cych od momentu p¦du.
Tak wi¦c mo»emy zapisa¢ podwójnie zredukowany (wzgl¦dem momentu p¦du i izospinu)
element macierzowy:

〈Ψω
JT

......T̂JT
......0〉 =

∑

ab

{〈a......TJT
......b〉Xω

abJT + (−1)−T (−1)jb−ja−J〈b......TJT
......a〉Y ω

abJT}. (F.3.17)

Wspóªczynniki Xω
abJT i Y ω

abJT speªniaj¡ te same relacje co ich odpowiedniki z reprezentacji
czysto momentowo- p¦dowej.

vJT
ab;mn ≡

∑

J ′T ′
(2J ′ + 1)(2T ′ + 1)

{
jn ja J ′

jb jm J

}{
1
2

1
2

T ′
1
2

1
2

T

}
· (F.3.18)

· {〈mbJ ′ |V |naJ ′〉 − (−1)ja+jn−J ′−T ′ 〈mbJ ′ |V | anJ ′〉}
uJT

ab;mn = (−1)Jn−jm−J−T vJT
ab;nm.

F.4 Redukcja nierelatywistyczna
Dana jest ogólna struktura elementu macierzowego wierzchoªka oddziaªywania swobodnego
nukleonu z polem elektromagnetycznym:

〈p′, s′ |Jµ(q)| p, s〉 =
m√
EE ′us′(p

′)(F1(q
2)γµ + iF2(q

2)σµνq
ν)us(p). (F.4.1)
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Zale»no±¢ izospinow¡ (tymczasowo) pomini¦to, gdy» wchodzi ona do wzoru w sposób try-
wialny. B¦dziemy rozwija¢ caªe wyra»enie konsekwentnie do rz¦du |p|

m
. Dla bispinora

rozwini¦cie to wygl¡da nast¦puj¡co:

us(p) =

(
1

2
+

1

2(1 + p2/m2)1/2

)1/2
(

φs
σp

m(
√

1+p2/m2+1)
φs

)
= (F.4.2)

=

(
1− p2

8m2

)(
φs

σp
2m

φs

)
+O(

p2

m2
).

Dla iloczynu dwóch bispinorów podstawimy zawsze:
(

1− p2

8m2

)(
1− p′2

8m2

)
=

(
1− p2 + p′2

8m2

)
+O(

p2

m2
). (F.4.3)

Kolejnymi przydatnymi to»samo±ciami oka»¡ si¦:

σ(σ · a) = a− i(σ × a) (F.4.4)
(σ · a){σ · b) = a · b + iσ(a× b)

(σ · a)σ(σ · b) = a× (b× σ)− a× b + (σ · b)a

a(b× c) = c(a× b) = b(c× a)

gdy» w naszych wzorach wyst¦puje spora ilo±¢ iloczynów wektorów i macierzy Pauliego.
Proces redukcji wygodnie jest podzieli¢ na 2 cz¦±ci: czªony czasowe 〈p′, s′ |J0(q)| p, s〉 oraz
czªony przestrzenne 〈p′, s′ |J0(q)| p, s〉. Poni»sze obliczenia przeprowadzono ze szczegóªami
w [3].
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F.4.1 Skªadowe czasowe wektorowego pr¡du j¡drowego.

〈p′, s′ |J0(q)| p, s〉 =
m2

√
EE ′us′(p

′)F1γ0 + iF2σ0νq
ν)us(p) ≈ (F.4.5)

≈
(

1− p2 + p′2

8m2

)
[F1χ

†
s′

(
1 σp′

2m

)
γ2

0

(
1

σp
2m

)
χs +

+ F2χ
†
s′

(
1 σp′

2m

)
(γ0q0 − γ2

0q�)

(
1

σp
2m

)
χs] =

=

(
1− p2 + p′2

8m2

)
[F1χ

†
s′

(
1 σp′

2m

)
1

(
1

σp
2m

)
χs +

+ F2χ
†
s′

(
1 σp′

2m

) (
0 σq

−σq 0

)(
1

σp
2m

)
χs] ≈

≈ F1χ
†
s′(1−

p2 + p′2

8m2
+

(σp′)(σp)

4m2
)χs +

+ F2χ
†
s′

(σq)(σp)− (σp′)(σq)

2m
=

= F1χ
†
s′(1−

p2 + p′2

8m2
+

p · p′
4m2

+
iσ · (p′ × p)

4m2
)χs +

+ 2mF2χ
†
s′

q · p− q · p′ + iσ · (q × p− p′ × q)

4m2
χs =

= F1χ
†
s′(1−

q2

8m2
− iq · (σ × p)

4m2
)χs +

+ 2mF2χ
†
s′
−q2 − 2iq(σ × p)

4m2
χs.

Przy obliczeniach skorzystano z drugiej i czwartej to»samo±ci z (F.4.4) oraz podstawienia
p′ = q + p (ostatnia równo±¢). Ostatecznie otrzymujemy:

〈p′, s′ |J0(q)| p, s〉 = (F1 − q2

8m2
(4mF2 + F1))δs,s′ + (F.4.6)

− χ†s′
iq · (σ × p)

4m2
χs(F1 + 4mF2).

F.4.2 Skªadowe przestrzenne wektorowego pr¡du j¡drowego

〈p′, s′ |J(q)| p, s〉 =
m2

√
EE ′us′(p

′)(F1γ + F2(q − γq�))us(p) ≈ (F.4.7)

≈
(

1− p2 + p′2

8m2

)
[F1χ

†
s′

(
1 σp′

2m

)
γ0γ

(
1

σp
2m

)
χs +

+ F2χ
†
s′

(
1 σp′

2m

)
(γ0q − γ0γq�)

(
1
σp
2m

)
χs =

=

(
1− p2 + p′2

8m2

)
[F1χ

†
s′

(
1 σp′

2m

) (
0 σ
σ 0

)(
1

σp
2m

)
χs +

+ F2χ
†
s′

(
1 σp′

2m

) (
q − σ(σq) σν
−σν −q + σ(σq)

) (
1
σp
2m

)
χs.



F. Obliczenia pomocnicze dotycz¡ce CRPA 95

Ostatnie przeksztaªcenie wynika z:

γ0q − γq� = γ0q − γ0γγ0q0 + γ0γ · γq = γ0q + γq0 + α · γq. (F.4.8)

Z powodu sporej komplikacji technicznej obliczymy czªony z F1 i F2 osobno:
(

1− p2 + p′2

8m2

)
F1χ

†
s′

(
1 σp′

2m

) (
0 σ
σ 0

)(
1

σp
2m

)
χs ≈ (F.4.9)

≈ F1χ
†
s′

σ(σp) + (σp′)σ
2m

χs = F1χ
†
s′

p + p′ + iσ × (p′ − p)

2m
χs =

= F1χ
†
s′

2p + q + iσ × q

2m
χs

(
1− p2 + p′2

8m2

)
F2χ

†
s′

(
1 σp′

2m

) (
q − σ(σq) σν
−σν −q + σ(σq)

)(
1
σp
2m

)
χs ≈

≈ F2χ
†
s′

(
q − σ(σq) +

σν(σp)− (σp′)σν

2m
+

σp′

2m
(−q + σ(σq))

σp′

2m

)
χs ≈

≈ F2χ
†
s′

(
i(σ × q)− ν

2m
(q + i(σ × q))

)
χs,

Mo»emy teraz przedstawi¢ te wyniki razem, przywracaj¡c jawn¡ zale»no±¢ izospinow¡
(macierze ηt speªniaj¡ce τ3ηt = tηt, czyli funkcje wªasne operatora izospinu):

〈p′, s′, t′ |J0(q)| p, s, t〉 = (F1 − q2

8m2
(4mF2 + F1))δs,s′δt,t′ + (F.4.10)

−χ†s′η
†
t′
iq · (σ × p)

4m2
ηtχs(F1 + 4mF2)

〈p′, s′, t′ |J(q)| p, s, t〉 =
p

m
δs,s′δt,t′F1 +

q

2m
δs,s′δt,t′F1 +

+χ†s′η
†
t′
i(σ × q)

2m

[
F1 + (1− ν

2m
)F2

]
ηtχs.
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