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Streszczenie. Celem niniejszej pracy jest rozkªad
ró»niczkowego przekroju czynnego na tzw. funkcje
odpowiedzi. Przeprowadzona zostanie analiza numeryczna
poszczególnych funkcji, aby stwierdzi¢, czy istniej¡ obszary
kinematyczne, w których dany wkªad dominuje nad innymi.
Rozwa»anym procesem b¦dzie CCQE, zarówno w przypadku
nukleonu swobodnego, jak i j¡dra w ramach modelu gazu
Fermiego. Niektóre zagadnienia b¦d¡ dla porównania
formuªowane tak»e dla rozpraszania elektromagnetycznego.

Abstract. The aim of this thesis is the decomposition of
the di�erential cross section into so-called response functions.
A numerical analysis of each function will be done in order
to search for kinematical regions in which one contribution
dominates over others. The CCQE process will be considered,
both in the case of free nucleon and of atomic nucleus within
Fermi gas model. For comparison, some issues will be also
formulated for electromagnetic scattering.





Rozdziaª 1

Wst¦p

Przez wiele lat poszukiwania niezerowej masy neutrin nie dawaªy rezultatu, wskazuj¡c
na to, »e s¡ one albo bezmasowe, albo du»o l»ejsze ni» naªadowane leptony i kwarki.
Konstruuj¡c Model Standardowy SU(2)×U(1) przyj¦to bezmasowe neutrina, ale wi¦k-
szo±¢ pomysªów teoretycznych na bardziej kompletn¡ teori¦ przewidywaªa, »e neutrina
musz¡ mie¢ mas¦. Pierwsz¡ do±wiadczaln¡ wskazówk¡, która mogªaby to potwierdza¢,
byª pomiar neutrin sªonecznych w Homestake w latach 60-tych XX wieku. R. Davis
zaobserwowaª okoªo trzykrotnie mniej neutrin elektronowych, ni» by wynikaªo z ob-
serwowanej jasno±ci Sªo«ca i teoretycznego modelu budowy gwiazd. �Problem neutrin
sªonecznych� zostaª potwierdzony przez inne eksperymenty, u»ywaj¡ce detektory ga-
lowe i wodne. Wyja±nienie polegaªo na tym, »e neutrina elektronowe oscyluj¡, czyli
zmieniaj¡ �zapach� z elektronowego na mionowy lub taonowy. Innym wytªumaczeniem
mogªo by¢ to, »e model Sªo«ca jest bª¦dny, ale mo»liwo±¢ ta zostaªa wykluczona w 2002
r., gdy w Sudbury Neutrino Observatory (Kanada) zmierzono niezale»nie strumie« neu-
trin elektronowych i caªkowity strumie« neutrin. Pozostaªe eksperymenty, które wniosªy
wkªad w potwierdzenie zjawiska oscylacji, to KamLAND i Super-Kamiokande (oba w
Japonii). Masa neutrin ma du»e znaczenie nie tylko w odkrywaniu �zyki wykraczaj¡cej
poza Model Standardowy, ale równie» w zrozumieniu ewolucji Wszech±wiata.

Obecne i przyszªe eksperymenty maj¡ce na celu testowanie oscylacji stosuj¡ zªo»one
j¡dra atomowe jako tarcze. Opieraj¡ si¦ na aktualnej wiedzy teoretycznej o proce-
sach neutrino-j¡dro, a przez to motywuj¡ do jak najbardziej precyzyjnego przewidzenia
otrzymywanych w do±wiadczeniach przekrojów czynnych. Inn¡ motywacj¡ jest uzyskanie
dokªadniejszych danych na temat struktury nukleonów przez wyznaczenie warto±ci
opisuj¡cych j¡ parametrów, takich jak np. �masa aksjalna�.

Do najwa»niejszych eksperymentów nale»¡ MiniBooNE (Fermilab) i T2K (Tokai
to Kamioka). Obecno±¢ neutrin mo»e zosta¢ stwierdzona tylko przez wykrycie naªad-
owanych cz¡stek produkowanych podczas zderze« i oddziaªywania neutrin z materi¡.
W eksperymencie MiniBooNE tarcz¡ jest woda i rozpraszanie zachodzi na j¡drach
tlenu. Projekt BooNE (Booster Neutrino Experiment) rozpocz¦to w 1997 r. Pierwsze
zdarzenia neutrinowe wywoªane wi¡zk¡ zarejestrowano we wrze±niu 2002 r., a pierwsze
zdarzenia antyneutrinowe � w styczniu 2006 r. [15] W eksperymencie T2K wi¡zka
neutrin jest generowana w akceleratorze protonów i pokonuje odlegªo±¢ 295 km zanim
dotrze do wodnego detektora promieniowania Czerenkowa �Super-Kamiokande� [16].
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8 ROZDZIA� 1. WST�P

Pod poj¦ciem �rozpraszanie kwazielastyczne� b¦dziemy rozumie¢ proces, w którym
neutrino przeksztaªca si¦ w lepton naªadowany, a nukleon zmienia ªadunek (oddziaªy-
wanie �przez pr¡d naªadowany�) i nie powstaj¡ »adne dodatkowe cz¡stki. Oddziaªy-
wanie elektronów lub neutrin �przez pr¡d neutralny� jest oddziaªywaniem elastycznym.
Kwazielastycznym zderzeniom odpowiada energia neutrin od ok. 100 MeV do kilku
GeV. Rozpraszanie na pojedynczym nukleonie jest prostsze w opisie teoretycznym,
ale w praktyce ªatwiejsze jest stosowanie j¡der (wi¦ksze prawdopodobie«stwo zaj±cia
reakcji). W przypadku rozpraszania na j¡drze stosuje si¦ model, w którym nukleony
s¡ kwaziswobodne, a elementarny proces zderzenia leptonu z nukleonem przebiega tak,
jak dla nukleonu swobodnego. Przy wysokich energiach lepton �widzi� j¡dro jako po-
jedyncze nukleony, poniewa» dªugo±¢ fali de Broglie'a padaj¡cych cz¡stek jest wtedy
mniejsza ni» typowa odlegªo±¢ mi¦dzy nukleonami w j¡drze. Przybli»enie to nazywane
jest przybli»eniem impulsowym (impulse approximation, IA).

Je±li w procesie póªleptonowym jedyn¡ rejestrowan¡ cz¡stk¡ jest ko«cowy lepton, to
mówimy o inkluzywnym przekroju czynnym. Je±li oprócz tego rejestrowany jest hadron
(np. nukleon wybijany z j¡dra), to jest to przekrój ekskluzywny. Zwykle wi¡zka neutrin
zawiera neutrina mionowe i leptonem naªadowanym jest mion.

Bozon po±rednicz¡cy w oddziaªywaniu opisany jest czterop¦dem qµ = (ω, ~q). W
przypadku wirtualnych fotonów, przekaz energii ω i przekaz p¦du |~q| mog¡ zmienia¢
si¦ niezale»nie (zachowuj¡c jedynie warunek ω2 − |~q|2 < 0), podczas gdy kinematyka
fotonów rzeczywistych ograniczona jest do warunku ω2−|~q|2 = 0. Dlatego próbkowanie
j¡dra fotonem wirtualnym, np. w reakcji (e, e′), pozwala uzyska¢ wi¦cej informacji o
strukturze nukleonu ni» próbkowanie fotonem rzeczywistym.



Rozdziaª 2

Wprowadzenie

2.1 Jak liczy¢ przekrój czynny

W kwantowej mechanice i teorii pola obliczenie przekroju czynnego sprowadza si¦ do
wyliczenia prawdopodobie«stwa przej±cia ze stanu pocz¡tkowego |i〉 do stanu ko«cowego
|f〉1. Prawdopodobie«stwo to jest zadane poprzez element macierzy S:

P = |Sfi|2 , Sfi ≡ 〈f |S| i〉 . (2.1)

Zwi¡zek mi¦dzy elementem macierzy S a amplitud¡ przej±cia Mfi jest nast¦puj¡cy:
Sfi = δfi − 2πiMfiδ

4(Pf − Pi), gdzie Pi i Pf to sumaryczny czterop¦d, odpowiednio
pocz¡tkowy i ko«cowy. Ich zerowe skªadowe, czyli sumaryczne energie, oznaczymy
przez Ei, Ef , a trójp¦dy � przez ~Pi, ~Pf . B¦dziemy si¦ zajmowa¢ tylko takimi procesami,
w których stan ko«cowy ró»ni si¦ od pocz¡tkowego � wtedy δfi = 0 i powy»szy zwi¡zek
sprowadzi si¦ do

Sfi = −2πiMfiδ
4(Pf − Pi). (2.2)

Jak widzimy, b¦dziemy musieli obliczy¢ kwadrat moduªu delty Diraca. Aby tego
dokona¢, zamykamy ukªad w �pudle� o sko«czonej obj¦to±ci V = L3 i ograniczamy czas
oddziaªywania do okresu T . Nakªadamy przy tym periodyczne warunki brzegowe. P¦d
i energia b¦d¡ wtedy przyjmowaªy dyskretne warto±ci, a delty Diraca wyra»¡ si¦ przez
delty Kroneckera:

δ3(~Pf − ~Pi) −→ δ3
V (~Pf − ~Pi) =

V

(2π)3
δ~Pi, ~Pf

,

δ(Ef − Ei) −→ δT (Ef − Ei) =
T

2π
δEi,Ef

.

Mo»emy ªatwo podnie±¢ te wyra»enia do kwadratu:

(
δ3
V (~Pf − ~Pi)

)2

=
V

(2π)3
δ3
V (~Pf − ~Pi), (δT (Ef − Ei))

2 =
T

2π
δT (Ef − Ei). (2.3)

1Zwykle s¡ to stany wielocz¡stkowe, czyli iloczyny tensorowe cz¡stek uczestnicz¡cych w procesie.
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10 ROZDZIA� 2. WPROWADZENIE

Ukªadowi kwantowemu w pudle odpowiada nast¦puj¡ca mody�kacja czynnika normal-
izacyjnego stanów p¦dowych:

ψi,f → ψpudªo
i,f =

[
(2π)3

V

]Ni,f/2

ψi,f ,

gdzie Ni,f � liczba cz¡stek w stanie |i〉 , |f〉. Pojedynczej cz¡stce swobodnej Diraca
odpowiadaªaby funkcja ψpud lo

s, p (x) = 1√
V

√
m
E
us(p)e−ipx (por. Dodatek A). Reguªa ta jest

równowa»na wprowadzeniu odpowiedniego czynnika przy elemencie macierzowym Sfi:

Sfi → Spudªo
fi =

[
(2π)3

V

](Ni+Nf)/2

Sfi. (2.4)

W dalszej cz¦±ci wyprowadzania przekroju czynnego b¦dziemy u»ywa¢ wzór (2.4), jed-
nocze±nie zachowuj¡c pierwotn¡ normalizacj¦ stanów. Prawdopodobie«stwo w pudle
wynosi wi¦c

P (i→ f) =
∣∣∣Spudªo

fi

∣∣∣2 =

[
(2π)3

V

]Ni+Nf

|Sfi|2 .

Uwzgl¦dnijmy g¦sto±¢ stanów ko«cowych dNβ =
[

V
(2π)3

]Nf

dβ i wprowad¹my tzw.

ró»niczkowe prawdopodobie«stwo przej±cia:

dP (i→ f) = P (i→ f)dNβ =

[
(2π)3

V

]Ni

|Sfi|2 dβ. (2.5)

Po skorzystaniu ze zwi¡zku (2.2) i wzorów (2.3) otrzymujemy

dP (i→ f) = (2π)2

[
(2π)3

V

]Ni−1

|Mfi|2 δ3
V (~Pf − ~Pi)

T

2π
δT (Ef − Ei)dβ.

dβ jest niesko«czenie maª¡ obj¦to±ci¡ przestrzeni fazowej stanów ko«cowych, nale»y j¡
rozumie¢ jako iloczyn

∏Nf

j=1 d3pj po wszystkich cz¡stkach ko«cowych.
Zaªó»my teraz, »e zderzamy ze sob¡ dwie cz¡stki (Ni = 2). Ró»niczkowy przekrój

czynny de�niuje si¦ jako (patrz np. [13])

dσ ≡ dP

Tφ
, (2.6)

czyli jest to ró»niczkowe prawdopodobie«stwo przej±cia na jednostk¦ czasu i na jednos-
tk¦ strumienia φ cz¡stek padaj¡cych. Dla jednej cz¡stki padaj¡cej strumie« ten wynosi
φ = urel/V , gdzie urel to warto±¢ pr¦dko±ci jednej cz¡stki wzgl¦dem drugiej. Czynnik
1/V jest tutaj szczególnym przypadkiem g¦sto±ci cz¡stek n (jedna cz¡stka w obj¦to±ci
V ). W tej sytuacji dostaniemy

dσ =
(2π)4

urel

|Mfi|2 δ3
V (~Pf − ~Pi)δT (Ef − Ei)dβ.

Wyra»enie to nie zale»y ju» od V ani T , wi¦c mo»emy teraz dokona¢ przej±cia L →
∞, T → ∞. Dostaniemy z powrotem standardowe delty Diraca: δ3

V → δ3, δT →
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δ i uzyskamy mo»liwo±¢ caªkowania po p¦dach jako po ci¡gªych stopniach swobody.
Ostatecznie, ró»niczkowy przekrój czynny na rozpraszanie wyra»a si¦ wzorem

dσ(i→ f) = (2π)4 |Mfi|2
1

urel

δ4(Pf − Pi)dβ. (2.7)

W Mfi zawarta jest informacja m.in. o spinach cz¡stek, jednak my w tej pracy
nie b¦dziemy mierzy¢ spinów i b¦dziemy sumowa¢ po spinach ko«cowych. Caªkow-
ity przekrój czynny jest sum¡ wkªadów od wszystkich mo»liwych stanów ko«cowych:
σ =

∑
f σ(i → f). Przekrój na rozpraszanie pojedynczego leptonu na hadronach za-

pisaliby±my ogólnie jako

σ = (2π)4
∑

f

ˆ
d3k′
ˆ

dβh
1

2

∑
spiny

|Mfi|2
1

urel

δ4(Pf − Pi).

Macierz S (i amplituda Mfi) zale»y od hamiltonianu. W dalszych rozdziaªach, doty-
cz¡cych konkretnych rodzajów oddziaªywa«, b¦dziemy szuka¢ jawne postaci amplitudy
w standardowy sposób � za pomoc¡ reguª Feynmana (o ile b¦dzie to mo»liwe).

Jak pokazali±my, ró»niczkowy przekrój czynny wyra»a si¦ przez kwadrat moduªu el-
ementu macierzy przej±cia. Dla oddziaªywania typu pr¡d-pr¡d element macierzy prze-
j±cia �faktoryzuje si¦� wzgl¦dem poszczególnych pr¡dów (nale»y pami¦ta¢ o sumowaniu
po skªadowych obu pr¡dów):

Mfi(lN→ l′N′) ∼Mfi(l→ l′)Mfi(N→ N′) =
〈
l′
∣∣J lept
µ

∣∣ l〉 〈N′ |Jµhadr|N〉 .

Zatem kwadrat moduªu zawiera nast¦puj¡ce czynniki:

|Mfi|2 =
〈
l′
∣∣J lept
µ

∣∣ l〉 〈N′ |Jµhadr|N〉
〈
l′
∣∣J lept
ν

∣∣ l〉∗ 〈N′ |Jνhadr|N〉
∗

i dlatego wygodnie jest zapisa¢ go przy u»yciu zw¦»enia tzw. tensorów leptonowego i
hadronowego.

2.2 Pr¡d elektromagnetyczny

G¦sto±¢ lagran»janu oddziaªywania elektromagnetycznego mo»na, jak wiadomo z klasy-
cznej elektrodynamiki, zapisa¢ jako

L = −eJem
µ Aµ = −eψ̄(x)γµψ(x)Aµ(x), (2.8)

gdzie Aµ(x) jest czteropotencjaªem. Pr¡d Jµem(x) jest zachowany. Matematycznie
wyra»a si¦ to przez znikaj¡c¡ dywergencj¦: ∂µJµem(x) = 0.

Rozwa»my rozpraszanie elastyczne elektron-nukleon. Mamy w tym przypadku dwa
pr¡dy, które s¡ typu wektorowego (V ). Pr¡d zwi¡zany z elektronem (leptonowy) i jego
element macierzowy (z dokªadno±ci¡ do czynników normuj¡cych) wyra»aj¡ si¦ przez
macierze Diraca:

Jµlept(x) = ē′(x)γµe(x), (2.9)
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Rysunek 2.1: Diagram dla rozpraszania elektronu na nukleonie.

〈
k′
∣∣Jµlept

∣∣ k〉 ∼ ū(k′)γµu(k), (2.10)

gdzie e(x), e′(x) s¡ operatorami pola elektronu. Drugi pr¡d, zwi¡zany z nukleonem
(hadronowy), mo»na ogólnie zapisa¢ jako

〈p′ |Jµhadr| p〉 ∼ ū(p′)Oµ(p′, p)u(p). (2.11)

k i k′ s¡ pocz¡tkowym i ko«cowym czterop¦dem elektronu, p i p′ � odpowiednimi
czterop¦dami nukleonu. Funkcje u s¡ spinorami Diraca � dla fermionu z mas¡ M
speªniaj¡ równania

pµγ
µu(p) = Mu(p)⇒ u†(p)γµ†pµγ

0 = u†(p)Mγ0 ⇒ ū(p)pµγ
µ = ū(p)M.

W przybli»eniu jednofotonowym amplituda rozpraszania ma posta¢ �pr¡d-pr¡d�:

M = −4πα

q2
J lept
µ Jµhadr, (2.12)

gdzie α jest staª¡ struktury subtelnej, natomiast q jest przekazem czterop¦du:

q = k − k′ = p′ − p. (2.13)

Operator Oµ zbudowany jest z czterop¦du nukleonu, przekazu czterop¦du i macierzy
γµ. Wierzchoªek, w którym foton sprz¦ga si¦ z nukleonem, nie ma charakteru punk-
towego i pr¡d b¦dzie miaª bardziej zªo»on¡ posta¢ ni» w przypadku leptonowym.

Wspóªzmienniczo±¢ lorentzowska teorii Diraca wymaga u»ycia nast¦puj¡cych (szes-
nastu) liniowo niezale»nych macierzy 4× 4:

• skalar (S) 1

• pseudoskalar (P ) γ5

• wektor (V ) γµ

• pseudowektor (axial vector, A) γµγ5

• tensor antysymetryczny (T ) σµν ≡ i
2
(γµγν − γνγµ)
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Operator Oµ mo»e by¢ kombinacj¡ liniow¡ {1, γµ, σµν , γ5, γ
µγ5}. Parzysto±¢ jest za-

chowana w oddziaªywaniach elektromagnetycznych, wi¦c musimy odrzuci¢ cz¦±¢ z γ5,
która transformuje si¦ jak pseudowektor. Operator Oµ musi mie¢ zatem wªasno±ci
wektora i pr¡d hadronowy ma posta¢

〈p′ |Jµhadr| p〉 = ū(p′)[γµK1(q2) + iσµν(p′ − p)νK2(q2)+

+ iσµν(p′ + p)νK3(q2) + (p′ − p)µK4(q2) + (p′ + p)µK5(q2)]u(p).

Wielko±ci Kj s¡ funkcjami tylko od q2, poniewa» (p′ + p)2 da si¦ wyrazi¢ jako funkcj¦
q2 i masy cz¡stki:

(p′ + p)2 = 2M2 + 2Ep′Ep − 2~p′~p

q2 = (p′ − p)2 = 2M2 − 2Ep′Ep + 2~p′~p

(p′ + p)2 = 4M2 − q2

Korzystaj¡c z nast¦puj¡cych to»samo±ci (tzw. rozkªad Gordona):

ū(p′)[(p′ + p)µ]u(p) = ū(p′)[−iσµν(p′ − p)ν + (M ′ +M)γµ]u(p), (2.14)

ū(p′)[iσµν(p+ p′)ν ]u(p) = ū(p′)[−(p′ − p)µ + (M ′ −M)γµ]u(p), (2.15)

mo»na wª¡czy¢ wyrazy zawieraj¡ce (p′ + p) do innych czynników i pr¡d hadronowy
przyjmie posta¢

〈p′ |Jµhadr| p〉 = ū(p′)

[
γµF1(q2) + i

1

2M
F2(q2)σµνqν + F3(q2)qµ

]
u(p), (2.16)

gdzie M jest mas¡ nukleonu. Skalarne funkcje q2 zwane s¡ czynnikami postaci (ang.
form factors).2 Warunek zachowania pr¡du ∂µJ

µ
hadr = 0 prowadzi do F3(q2) = 0 dla

rozpraszania elastycznego. �eby to pokaza¢, korzystamy z nast¦puj¡cych wªasno±ci:
je±li stany |p〉 , |p′〉 maj¡ posta¢ iloczynu spinora i fali pªaskiej (reprezentacja poªo»e-
niowa stanu), to warto±ciami wªasnymi operatora p¦du i∂µ s¡ odpowiednie zmienne
p¦dowe

i∂µ |p〉 = pµ |p〉 , i 〈p′|
←−
∂µ = 〈p′| p′µ.

Korzystaj¡c z równania Heisenberga ∂µJ
µ
hadr = [∂µ, J

µ
hadr] mamy

2W niektórych pracach zamiast czynnika 1/2M zapisuje si¦ κ/2M (κ jest anomalnym momentem
magnetycznym nukleonu, κp = µp−1 ≈ 1.79 dla protonu i κn = µn ≈ −1.91 dla neutronu), aby F2(q

2)
zgadzaªo si¦ z konwencjonaln¡ de�nicj¡ elektromagnetycznego czynnika postaci.
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0 = 〈p′ |∂µJµhadr| p〉 =
〈
p′
∣∣∣←−∂µJµhadr − J

µ
hadr∂µ

∣∣∣ p〉 =

= −i
〈
p′
∣∣p′µJµhadr − J

µ
hadrpµ

∣∣ p〉 = −i
〈
p′
∣∣(p′µ − pµ)Jµhadr

∣∣ p〉 ,
co jest równowa»ne warunkowi

〈p′ |qµJµhadr| p〉 = 0. (2.17)

Rozpisuj¡c element macierzowy pr¡du zgodnie z równaniem (2.16) mamy

ū(p′)

[
F1qµγ

µ + i
1

2M
F2qµqνσ

µν + F3q
2

]
u(p) = 0. (2.18)

Drugi wyraz sumy jest to»samo±ciowo równy zero, bo qµqνσ
µν = −qµqνσνµ =

−qνqµσµν . Pierwszy wyraz te» nie daje »adnego wkªadu (pod warunkiem »e M = M ′),
gdy» ū(p′)[p′µγ

µ − pµγ
µ]u(p) = ū(p′)[M ′ − M ]u(p) = 0. Natomiast q2 jest na ogóª

ró»ne od zera (ujemne). Zatem, aby warunek (2.18) byª speªniony, musimy przyj¡¢, »e
wspóªczynnik F3 znika.

Czynniki �Diraca� i �Pauliego� F1 i F2 wyznacza si¦ do±wiadczalnie (osobno dla pro-
tonu i neutronu). Transformaty Fouriera rozkªadu ªadunku i momentu magnetycznego
wewn¡trz nukleonu oznacza si¦ przez GE i GM. Mo»na pokaza¢, »e GE(q2) i GM(q2)
(zwane czynnikami �Sachsa�) musz¡ by¢ kombinacjami liniowymi F1(q2) i F2(q2). Je»eli
wprowadzimy parametryzacj¦

GE = F1 −
Q2

4M2
F2, (2.19)

GM = F1 + F2, (2.20)

gdzie Q2 = −q2, to z eksperymentu wiemy (patrz np. [11]), »e

Gp
E, G

p
M, G

n
M ∼

1(
1 + Q2

0.71 GeV2

)2 ≡ Gdipol, G
n
E ≈ 0. (2.21)

Powy»sza dipolowa posta¢ jest tylko przybli»eniem� czynniki postaci ró»ni¡ si¦ warto±-
ciami dla Q2 = 0. W granicy nierelatywistycznej F1(0) interpretowane jest jako ªadunek
elektryczny nukleonu:

F p
1 (0) = 1, F n

1 (0) = 0, (2.22)

natomiast F1(0) + F2(0) jest momentem magnetycznym nukleonu:

µp = 1 + F p
2 (0), µn = F n

2 (0). (2.23)

F p,n
2 (0) jest anomalnym momentem magnetycznym protonu i neutronu.
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2.3 Pr¡d sªaby

Omówimy najwa»niejsze wªasno±ci pr¡du sªabego, a nast¦pnie podamy dokªadn¡ posta¢
pr¡du, która z tych wªasno±ci wynika.

2.3.1 Sprz¦»enie V − A
Po odkryciu w 1957 roku niezachowania parzysto±ci w oddziaªywaniach sªabych zrozu-
miano, »e oddziaªywania te wi¡»¡ si¦ z dwoma typami sprz¦»e« o przeciwnych parzys-
to±ciach.

Operator skr¦tno±ci ma posta¢

ĥ =
~Σ · ~p
|~p|

,

gdzie ~Σ ≡
(
~σ 0
0 ~σ

)
. Rozwi¡zania równania Diraca dla bezmasowych fermionów s¡

stanami wªasnymi operatora skr¦tno±ci. Dla neutrin skr¦tno±¢ wynosi zawsze χ = −1 a
dla antyneutrin χ = +1. Potwierdzaj¡ to obserwacje, np. sªaby rozpad naªadowanego
pionu π− → µ− + ν̄µ. Cz¦sto de�niuje si¦ operator polaryzacji

PR,L ≡
1

2

(
1± ĥ

)
. (2.24)

Mo»na pokaza¢, »e w przypadku granicznym, gdy masa fermionu d¡»y do zera, obow-
i¡zuje operator (2.24).

W przypadku ogólnym, funkcj¦ falow¡ fermionu obdarzonego mas¡ mo»na zapisa¢
jako liniow¡ kombinacj¦ skªadowej �prawoskr¦tnej� i �lewoskr¦tnej�:

ψ = ψR + ψL. (2.25)

Kiedy energia E cz¡stki jest du»o wi¦ksza w stosunku do jej masy m, to spinor Diraca
opisuj¡cy t¦ cz¡stk¦ staje si¦ stanem wªasnym operatora γ5 (patrz np. Bjorken i Drell,
1964). Mamy wtedy

γ5ψR = ψR,

γ5ψL = −ψL.

Im lepiej speªniony jest warunek E � m, tym dokªadniejsze s¡ powy»sze równo±ci. Dla
bezmasowych cz¡stek s¡ one speªnione dokªadnie. Zapiszemy je teraz w równowa»nej
postaci: (

1− γ5

2

)
ψR = 0,

(
1− γ5

2

)
ψL = ψL. (2.26)

Wida¢ st¡d, »e cz¦±¢ lewoskr¦tn¡ funkcji ψ mo»na otrzyma¢ dziaªaj¡c na ni¡ odpowied-
nim operatorem rzutowym. Równie ªatwo mo»na pokaza¢, »e cz¦±¢ prawoskr¦tn¡ otrzy-
muje si¦ dziaªaj¡c operatorem z przeciwnym znakiem przy γ5. Ogólnie mo»na napisa¢
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ψR,L =
1

2
(1± γ5)ψ. (2.27)

Dla fermionów bezmasowych wynik dziaªania tego operatora na funkcj¦ falow¡ jest taki

sam jak operatora polaryzacji 1
2

(
1± ĥ

)
. Sprz¦»enie hermitowskie i pomno»enie przez

γ0 równania (2.26) daje

ψ̄R

(
1 + γ5

2

)
= 0, ψ̄L

(
1 + γ5

2

)
= ψ̄L. (2.28)

Rozwa»my czterofermionowe oddziaªywanie sªabe A + B → C + D z pr¡dem lep-
tonowym tworzonym przez cz¡stki A i C. Wiemy, »e mog¡ w nim uczestniczy¢ tylko
lewoskr¦tne neutrina. �¡damy wi¦c, aby spinory w wyra»eniu na element macierzowy
tego oddziaªywania opisywaªy tylko lewoskr¦tne stany. Zapiszmy to korzystaj¡c z (2.26)
i (2.28):

〈C |Jµ|A〉 = ψ̄C

(
1 + γ5

2

)
γµ
(
1− γ5

2

)
ψA = ψ̄Cγ

µ

(
1− γ5

2

)2

ψA.

Wykorzystuj¡c fakt, »e (
1− γ5

2

)2

=

(
1− γ5

2

)
,

mo»emy napisa¢

〈C |Jµ|A〉 =
1

2
ψ̄Cγ

µ(1− γ5)ψA.

Amplitud¦M zapisaliby±my w tym przypadku jako

M =
4GF√

2
〈D |Jµ|B〉 〈C |Jµ|A〉 . (2.29)

Uzasadnili±my wi¦c, »e struktura pr¡du leptonowego musi mie¢ posta¢ V − A, czyli
cz¦±¢ wektorowa minus cz¦±¢ aksjalna.

W przypadku fermionów bezmasowych, skr¦tno±¢ jest zachowana w oddziaªywani-
ach typu V lub A. Ogólna kombinacja tych amplitud odpowiada operatorowi

1

2
(gV + gAγ5) ,

gdzie gA i gV s¡ staªymi wspóªczynnikami. Poniewa» neutrino jest produkowane z
dobrze okre±lon¡ skr¦tno±ci¡ h = −1, mieli±my gA = −gV , co daje operator 1

2
(1− γ5).

W tym przypadku amplitudy V i A, które maj¡ ujemne i dodatnie parzysto±ci wzgl¦dem
inwersji przestrzennej, s¡ równe co do warto±ci, lecz maj¡ przeciwny znak.

Pocz¡tkowo w teorii Fermiego punktowego oddziaªywania dwóch pr¡dów nie byªo
cz¦±ci aksjalnej. Obecnie wiadomo, »e wkªad ten musi by¢ uwzgl¦dniony. Wyniki
do±wiadcze« potwierdzaj¡ posta¢ V − A (γµ − γµγ5) sªabego pr¡du naªadowanego,
przy czym równo±¢ gA/gV = −1 zachodzi tylko w przypadku leptonowych oddziaªywa«
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sªabych, takich jak rozpad mionu. Nie jest ona sªuszna dla oddziaªywa« sªabych z udzi-
aªem hadronów. Na przykªad stwierdzono, »e w rozpadzie β neutronu gA/gV = −1.26,
w rozpadzie β hiperonu Λ gA/gV = −0.72, a w rozpadzie Σ− → n + e− + ν̄e gA/gV =
0.34. Gª¦boko nieelastyczne rozpraszanie neutrin na kwarkach tworz¡cych hadrony jest
dokªadnie opisane teori¡ typu V −A, z gA = −gV . W takich oddziaªywaniach kwarki s¡
kwaziswobodnymi, punktowymi cz¡stkami. Kiedy jednak silne oddziaªywania staj¡ si¦
dominuj¡ce, powy»sza równo±¢ zostaje zakªócona, przynajmniej w cz¦±ci A sprz¦»enia
sªabego.

Z powy»szej teorii pªyn¡ nast¦puj¡ce wnioski:

• Tylko lewoskr¦tne neutrina i prawoskr¦tne antyneutrina s¡ sprz¦»one sªabym pr¡-
dem z leptonami naªadowanymi.

• Brak zachowania wzgl¦dem odbicia przestrzennego: je±li P jest operatorem parzys-
to±ci, to PψL (gdzie ψL opisuje neutrino) daje w wyniku neutrino z dodatni¡
skr¦tno±ci¡, które nie jest obserwowane.

• Brak zachowania wzgl¦dem zamiany cz¡stka-antycz¡stka: je±li C jest operatorem
sprz¦»enia ªadunkowego, to CψL daje w wyniku antyneutrino z ujemn¡ skr¦tno±-
ci¡.

• Zachowanie wzgl¦dem odwrócenia czasu (T ). Operator ten odwraca zarówno
kierunek spinu jak i kierunek p¦du, zatem stan skr¦tno±ci si¦ nie zmienia.

• Zachowanie wzgl¦dem CP . Operacja ta przeksztaªca lewoskr¦tne neutrina w pra-
woskr¦tne antyneutrina. W sªabych rozpadach oboj¦tnego kaonu zaobserwowano
jednak efekty niezachowania CP .

2.3.2 Dokªadna posta¢ pr¡du sªabego

Porównuj¡c opis oddziaªywa« elektromagnetycznych i sªabych widzimy, »e staªa GF ma
ten sam wymiar co 4πα

q2
, czyli GeV−2 (α jest staª¡ bezwymiarow¡).

W Modelu Standardowym przyjmuje si¦, przez analogi¦ do fotonów przenosz¡cych
oddziaªywania elektromagnetyczne, »e w oddziaªywaniach sªabych po±rednicz¡ bozony
wektorowe. Jednak w odró»nieniu od fotonów bozony te musz¡ mie¢ mas¦ � w prze-
ciwnym wypadku byªyby produkowane bezpo±rednio w sªabych rozpadach. Amplituda
dla typowego procesu sªabego ma posta¢

M =
g√
2
J (1)
µ

1

M2
W − q2

g√
2
Jµ(2), (2.30)

gdzie MW i q to masa i czterop¦d niesione przez bozon po±rednicz¡cy w oddziaªy-
waniu, g jest bezwymiarowym ªadunkiem sªabym kwarka lub leptonu; czynnik 1√

2
zostaª wprowadzony w celu zachowania konwencjonalnej de�nicji g. W sytuacjach,
gdy |q2| � M2

W (na przykªad rozpad β lub rozpad mionu) oddziaªywanie jest prakty-
cznie punktowe. Na takim przybli»eniu opiera si¦ teoria Fermiego. Propagator jest w
niej staªym czynnikiem. Porównuj¡c równania (2.29) i (2.30) mamy
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Rysunek 2.2: Diagramy dla rozpraszania neutrina na neutronie i antyneutrina na pro-
tonie.

Rysunek 2.3: Teoria Fermiego.

GF√
2

=
g2

8M2
W

. (2.31)

Dla przykªadu rozwa»my rozpad β: n → p + e− + ν̄e, lub równowa»ny proces �
rozpraszanie neutrina na neutronie: νe + n→ e−+ p. Amplituda dla tych procesów ma
posta¢

M =
GF√

2
Jhadr
µ Jµlept, (2.32)

gdzie Jµhadr i J
µ
lept oznaczaj¡ odpowiednio hadronowy i leptonowy pr¡d sªaby:〈

e−
∣∣Jµlept

∣∣ νe

〉
= ūeγ

µ(1− γ5)uν , (2.33)

a pr¡d hadronowy mo»na zapisa¢ jako Jµhadr = V µ − Aµ, gdzie V µ i Aµ to odpowied-
nio cz¦±¢ wektorowa i aksjalna sªabego pr¡du hadronowego. Przeprowadzaj¡c podobne
rozumowanie jak w przypadku elektromagnetycznym, dla cz¦±ci wektorowej otrzymu-
jemy:

〈p |V µ| n〉 = ūp

[
γµgv + i

gm

2MN

σµνqν +
gs

2MN

qµ
]
un, (2.34)

gdzie funkcje gv, gm, gs, zale»¡ce od q2, to sªabe wektorowe czynniki postaci.3 Wprowadzil-
i±my tutaj ±redni¡ mas¦ nukleonu: MN ≡ 1

2
(Mn +Mp).

3W literaturze mo»na czasem spotka¢ staª¡ ξ ≡ (µp − 1)− µn ≈ 3.71 stoj¡c¡ przy funkcji gm. My
jednak wª¡czyli±my t¡ staª¡ do de�nicji gm.
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Widoczne jest podobie«stwo mi¦dzy V µ a pr¡dem elektromagnetycznym (2.16).
�adunek elektryczny jest ±ci±le zachowany, nawet w przypadku cz¡stek oddziaªuj¡-
cych silnie. Ponadto oddziaªywania elektromagnetyczne s¡ typu wektorowego, ze staª¡
sprz¦»enia α = e2

4π
bezpo±rednio zwi¡zan¡ z ªadunkiem.

Ze wzgl¦du na struktur¦ wewn¦trzn¡ hadronów, elementy macierzowe sªabego pr¡du
Jµhadr(x) s¡ trudniejsze do wyliczenia ni» elementy macierzowe pr¡du Jµlept(x). Rozpad
β, który zachodzi w obszarze zdominowanym przez oddziaªywania silne, jest jednak
dobrze opisany elementem macierzowym o strukturze

〈p |Jµhadr| n〉 = ūpγ
µ(gV + gAγ5)un

z gV prawie równym 1 i gA ≈ −1.26. W pr¡dzie leptonowym wspóªczynnik gV jest
równy 1. Mo»na wi¦c przypuszcza¢, »e oddziaªywania silne nie wpªywaj¡ na warto±¢
wspóªczynnika przy cz¦±ci wektorowej. Przyjmuje si¦, »e cz¦±¢ wektorowa sªabego pr¡du
jest zachowana, z uniwersaln¡ staª¡ sprz¦»enia (Gershtein, Zeldovich 1955 oraz Feyn-
man, Gell-Mann 1958). Zaªo»enie to opiera si¦ na analogii do pr¡du elektromagnety-
cznego i nazywane jest hipotez¡ �o zachowanym pr¡dzie wektorowym� (lub CVC, od
ang. conserved vector current). Przy tym zaªo»eniu czynnik postaci gs w równaniu
(2.34) znika z tego samego powodu, co F3 w przypadku elektromagnetycznym. Cz¦±¢
wektorowa pr¡du sªabego przyjmuje wi¦c posta¢

〈p′ |V α| p〉 = ūp(p′)

[
γαgv(q2) + i

1

2MN

gm(q2)σαβqβ

]
un(p). (2.35)

Do peªnej charakterystyki pr¡du hadronowego niezmieniaj¡cego dziwno±ci potrzebna
nam jest jeszcze cz¦±¢ aksjalna. Wedªug [3] i [6], ma ona (z dokªadno±ci¡ do staªych
wspóªczynników) posta¢

〈p′ |(−Aα)| p〉 = ūp(p′)

[
γαγ5ga(q2) + i

1

2MN

gt(q
2)σαβqβγ5 +

1

2MN

gp(q2)qαγ5

]
un(p).

(2.36)
Niektóre wªasno±ci elementu macierzowego narzucaj¡ pewne warunki na czynniki postaci
ga, gt i gp. Na przykªad niezmienniczo±¢ wzgl¦dem inwersji czasowej T wymusza równo±¢

gt(q
2) = 0,

co zostaªo pokazane m.in. w ksi¡»ce Bilen'kija [6]. W ksi¡»ce tej mo»na równie» znale¹¢
uzasadnienie faktu, »e wszystkie czynniki postaci pr¡du sªabego s¡ funkcjami rzeczy-
wistymi.

Podsumowuj¡c, je±li zaªo»ymy prawdziwo±¢ CVC i niezmienniczo±¢ wzgl¦dem T, to
element macierzowy dla procesu νµ + n→ µ− + p mo»emy zapisa¢ jako

〈p′ |Jαhadr| p〉 = 〈p′ |V α − Aα| p〉 = (2.37)

= ū(p′)

[
γαgv(q2) + i

1

2MN

σαβqβgm(q2) + γαγ5ga(q2) +
1

2MN

qαγ5gp(q2)

]
u(p).
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Ponadto czynniki postaci gv i gm wyra»aj¡ si¦ przez elektromagnetyczne czynniki postaci
nukleonów uczestnicz¡cych w procesie (poka»emy to w nast¦pnym podrozdziale).

2.4 Hipoteza CVC

W tym podrozdziale sformuªujemy hipotez¦ o zachowanym pr¡dzie wektorowym (CVC)
i zastosujemy j¡ do okre±lenia dwóch czynników postaci dla rozpraszania sªabego (gv, gm)
poprzez czynniki postaci dla rozpraszania elektronu (F1, F2).

Wedªug hipotezy CVC cz¦±¢ wektorowa V µ(x) pr¡du hadronowego nale»y do try-
pletu zachowanych pr¡dów (Feynman i Gell-Mann, 1958). Tak jak prawo zachowania
ªadunku elektrycznego implikuje istnienie zachowanego pr¡du Jµem(x), tak zachowanie
izospinu w reakcjach hadronowych implikuje istnienie trzech pr¡dów: Iµj (x), j = 1, 2, 3,
ka»dy z nich jest zachowany:

∂µI
µ
j (x) = 0.

Wygodnie jest sformuªowa¢ hipotez¦ CVC przy u»yciu poj¦cia spinu izotopowego.
W tym celu de�niujemy dla nukleonów dublet izospinowy

N ≡
(

p
n

)
, N̄ = (p̄, n̄) .

Przy u»yciu standardowych macierzy izospinowych

τ 1 =

(
0 1
1 0

)
, τ 2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ 3 =

(
1 0
0 −1

)
(2.38)

mo»emy zapisa¢ (hadronowe) pr¡dy elektromagnetyczny i sªaby wektorowy, tak jak jest
to zrobione w [1] i [5]:

Jµem(x) = p̄(x)γµp(x) =
1

2
N̄(x)γµ(1 + τ 3)N(x), (2.39)

V µ(x) = p̄(x)γµn(x) =
1

2
N̄(x)γµ(τ 1 + iτ 2)N(x). (2.40)

Pierwszy z tych pr¡dów zawiera cz¦±¢ �izoskalarn¡� Jµem(izoskalar) = 1
2
N̄γµN, która

speªnia warunek zachowania:

∂µ(N̄(x)γµN(x)) = 0,

i cz¦±¢ �izowektorow¡� � trzeci¡ skªadow¡:

Jµem(izowektor) =
1

2
N̄γµτ 3N.

Cz¦±¢ izowektorowa nie jest zachowana dopóki nie zostanie uzupeªniona wkªadem od
pionów. Taka struktura pr¡du jest analogiczna dla innych multipletów (nie tylko dla
nukleonów) [5]. Hipoteza CVC polega na zaªo»eniu, »e powy»sze pr¡dy izowektorowe
s¡ tylko ró»nymi skªadowymi tego samego wektorowego pr¡du izospinowego
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Iµj (x) =
1

2
N̄(x)γµτ jN(x), (2.41)

gdzie j = 1, 2, 3. Cz¦±ciej u»ywa si¦ jednak j = +, −, 3, s, przy czym

τ+ ≡ τ 1 + iτ 2 =

(
0 2
0 0

)
,

τ− ≡ τ 1 − iτ 2 =

(
0 0
2 0

)
,

τ s ≡ 1.

Mo»emy wi¦c napisa¢

Jµem(x) = Iµs (x) + Iµ3 (x), (2.42)

V µ(x) = Iµ1 (x) + iIµ2 (x) = Iµ+(x). (2.43)

Pr¡d Iµ− odpowiadaªby przej±ciu protonu w neutron. Pr¡d Iµj jest zachowany ze wzgl¦du
na zachowanie izospinu w oddziaªywaniach silnych, wi¦c ∂µV µ(x) = 0. Skoro V µ jest
zachowany, to element macierzowy 〈p |V α| n〉 = ūpγ

αun nie powinien by¢ zmieniany
przez oddziaªywania silne, co by wyja±niaªo gV ≈ 1.

Poka»emy teraz, »e czynniki postaci gv(q2) i gm(q2) wyst¦puj¡ce w wektorowym
pr¡dzie hadronowym mo»na zwi¡za¢ z elektromagnetycznymi czynnikami postaci nuk-
leonu.

Pr¡d Iµj ma wªasno±ci operatora izospinu i speªnia[
T i, Iµj

]
= iεijkI

µ
k , (2.44)

gdzie T i � operator i-tej skªadowej izospinu. St¡d[
T+, Iµ3

]
=
[
T 1, Iµ3

]
+ i
[
T 2, Iµ3

]
=

= iε132I
µ
2 + i2ε231I

µ
1 = −iIµ2 − I

µ
1 = −Iµ+. (2.45)

Element macierzowy dla neutronu o p¦dzie p (stan |p〉n) i protonu o p¦dzie p′ (stan
|p′〉p):

p 〈p′ |Iµ+| p〉n =p

〈
p′
∣∣Iµ3 T+

∣∣ p〉
n
−p

〈
p′
∣∣T+Iµ3

∣∣ p〉
n
. (2.46)

Operator T+ podnosi a T− obni»a trzeci¡ skªadow¡ izospinu o 1:

T+ |p〉n = |p〉p ⇒p 〈p′|T+ =
(
T− |p′〉p

)†
= (|p′〉n)

†
=n 〈p′| .

Mamy wi¦c

p 〈p′ |Iµ+| p〉n =p 〈p′ |Iµ3 | p〉p −n 〈p′ |Iµ3 | p〉n . (2.47)
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Ponadto speªniona jest nast¦puj¡ca równo±¢:

p 〈p′ |Iµs | p〉p = n 〈p′ |Iµs | p〉n . (2.48)

Wynika ona z przeksztaªce« operatorem symetrii, który de�niujemy U = exp (iπT 2).
Jest to operator unitarny, bo T 2 jest generatorem grupy SU(2). U mo»na interpretowa¢
jako obrót o π w przestrzeni izospinowej. Mamy UIµs U

−1 = Iµs oraz U |p〉n = |p〉p. St¡d
mo»emy obliczy¢

p 〈p′ |Iµs | p〉p = n

〈
p′
∣∣U †Iµs U ∣∣ p〉n

= n 〈p′ |Iµs | p〉n .

Z (2.47) i (2.48) mamy

p 〈p′ |Iµ+| p〉n =p 〈p′ |Jµem| p〉p −n 〈p′ |Jµem| p〉n . (2.49)

Znale¹li±my wi¦c zwi¡zek mi¦dzy elementem macierzowym sªabego pr¡du wektorowego
a elementem macierzowym pr¡du elektromagnetycznego.

Jak pokazali±my wcze±niej,

p,n 〈p′ |Jµem| p〉p,n = ū(p′)

[
γµF p,n

1 (q2) + i
1

2M
F p,n

2 (q2)σµνqν

]
u(p). (2.50)

Podstawiaj¡c (2.34) (z gs = 0) i (2.50) do (2.49), znajdujemy zale»no±¢ mi¦dzy sªabymi
i elektromagnetycznymi czynnikami postaci:{

gv(q2) = F p
1 (q2)− F n

1 (q2)

gm(q2) = F p
2 (q2)− F n

2 (q2)
(2.51)

Wniosek jest taki, »e powy»sze dwa czynniki postaci zawieraj¡ ten sam czªon dipolowy,
co czynniki F1 i F2. Korzystaj¡c z (2.22) i (2.23) otrzymujemy gv(0) = 1 i gm(0) ≈ 3.71.



Rozdziaª 3

Przekroje czynne

Aby±my mogli opisa¢ przekrój czynny rozpraszania neutrin na j¡drach atomowych,
musimy dysponowa¢ przekrojem czynnym dla rozpraszania na swobodnych nukleonach.
Dlatego znaczn¡ cz¦±¢ tego rozdziaªu po±wi¦cimy rozpraszaniu leptonów na swobodnym
nukleonie i wprowadzimy niezb¦dny formalizm, jak na przykªad ogóln¡ de�nicj¦ tensora
hadronowego.

3.1 Ogólny opis przekroju inkluzywnego

3.1.1 Elektron

Rozwa»my dowoln¡ tarcz¦ hadronow¡ X i proces eX→ e′X′. Elektrony b¦dziemy trak-
towa¢ jako fale pªaskie. W przybli»eniu impulsowym elektrony s¡ na tyle wysokoener-
getyczne, »e �widz¡� j¡dro jako swobodne nukleony. Dlatego sªuszne b¦dzie zaªo»enie,
»e elektron sprz¦ga si¦ z pojedynczym nukleonem. Gdy hadronowy stan ko«cowy X'
nie jest pojedyncz¡ cz¡stk¡, nie mo»na skorzysta¢ z reguª Feynmana. W celu wyliczenia
macierzy przej±cia S musieliby±my odwoªa¢ si¦ do klasycznej teorii pola i zwi¡zku S
z hamiltonianem oddziaªywania. Pozwala to wyrazi¢ Sfi przez elementy macierzowe
pr¡dów. Operatory pr¡du i stany zde�niujemy w obrazie Heisenberga.

Sfi = ie2

ˆ
d4x

ˆ
d4y

ˆ
d4q

(2π)4

1

q2

〈
k′
∣∣J lept
µ (x)

∣∣ k〉 〈pf |Jµhadr(y)| pi〉 e−iq(x−y)

W przypadku gdy wszystkie cztery stany s¡ stanami wªasnymi hamiltonianu i opera-
tora p¦du, mo»emy zapisa¢ zale»no±¢ od x i y (zarówno czasow¡ x0, y0, jak i przestrzenn¡)
w postaci funkcji wykªadniczych oraz wycaªkowa¢ Sfi po tych zmiennych. Pojawi¡ si¦
dwie delty Diraca:

23
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Sfi = ie2

ˆ
d4x

ˆ
d4y

ˆ
d4q

(2π)4

1

q2

〈
k′
∣∣J lept
µ (0)

∣∣ k〉 ei(k−k′)x 〈pf |Jµhadr(0)| pi〉 ei(pi−pf)ye−iq(x−y)

= ie2

ˆ
d4x

ˆ
d4y

ˆ
d4q

(2π)4

1

q2

〈
k′
∣∣J lept
µ (0)

∣∣ k〉 〈pf |Jµhadr(0)| pi〉 ei(k−k′−q)xei(pi−pf+q)y

= ie2

ˆ
d4q

(2π)4

1

q2

〈
k′
∣∣J lept
µ (0)

∣∣ k〉 〈pf |Jµhadr(0)| pi〉 (2π)4δ4(k − k′ − q)(2π)4δ4(pi − pf + q)

Nast¦pnie przez wycaªkowanie po q zamieniamy obie delty na jedn¡ (zachowanie czterop¦du)
otrzymuj¡c ostatecznie

Sfi = i(2π)4 e
2

q2

〈
k′
∣∣J lept
µ (0)

∣∣ k〉 〈pf |Jµhadr(0)| pi〉 δ4(k − k′ + pi − pf), (3.1)

gdzie q = k − k′ = pf − pi.
Znajd¹my teraz inkluzywny przekrój czynny. Przestrzeni¡ fazow¡ stanów ko«-

cowych jest dβ = d3k′dβh, gdzie dβh odpowiada samym hadronom. Wiemy te», »e
caªkowity p¦d pocz¡tkowy Pi jest równy k + pi, a ko«cowy Pf = k′ + pf . Korzystaj¡c z
(3.1) i ze zwi¡zku (2.2) dostaniemy amplitud¦ przej±cia:

Mfi = −(2π)3 e
2

q2

〈
k′
∣∣J lept
µ

∣∣ k〉 〈pf |Jµhadr| pi〉 ,

a nast¦pnie z ogólnego wzoru (2.7) dostaniemy ró»niczkowy przekrój czynny:

dσ = (2π)4(2π)6 e
4

q4

〈
k′
∣∣J lept
µ

∣∣ k〉 〈pf |Jµhadr| pi〉
〈
k′
∣∣J lept
ν

∣∣ k〉∗ 〈pf |Jνhadr| pi〉∗ ×

× 1

urel

δ4(k′ + pf − k − pi)d
3k′dβh. (3.2)

Rozwa»amy procesy z wysokoenergetycznymi elektronami: |~k| � me. Je±li oprócz tego
zaªo»ymy, »e tarcza spoczywa: pi = (MT, ~0), to pr¦dko±¢ wzgl¦dna wyniesie

urel =
|~k|
E
≈ 1.

Warunek |~k′| � me natomiast prowadzi do

d3k′ = |~k′|2d|~k′|dΩ ′ ≈ E ′2dE ′dΩ ′.

W wyra»eniu (3.2) mo»na wyró»ni¢ cz¦±¢ leptonow¡ i cz¦±¢ hadronow¡. Je±li wi¡zka
padaj¡ca jest niespolaryzowana i nie mierzymy spinu, to u±redniamy/sumujemy po
dozwolonych warto±ciach 1

2

∑
spiny pocz.

∑
spiny ko«c. ≡

∑
spiny i cz¦±¢ leptonow¡ mo»emy

zapisa¢

∑
spiny

〈
k′
∣∣J lept
µ

∣∣ k〉 〈k′ ∣∣J lept
ν

∣∣ k〉∗ =
1

(2π)6

1

EE ′
m2

e

∑
spiny

ū(k′)γµu(k) (ū(k′)γνu(k))
∗
,
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gdzie wykorzystano reprezentacj¦ stanów cz¡stek swobodnych podan¡ w Dodatku A.
Wprowadzamy tzw. tensor leptonowy

Lel
µν ≡ m2

e

∑
spiny

(ū(k′)γµu(k)) (ū(k′)γνu(k))
∗ (3.3)

i tensor hadronowy

W µν ≡ (2π)6
∑

f

ˆ
dβh

∑
spiny

〈pf |Jµhadr| pi〉 〈pf |Jνhadr| pi〉∗ δ4(k′ + pf − k − pi)Ep, (3.4)

gdzie przez
∑

f oznaczono sumowanie po wszystkich stanach ko«cowych, do których
jest mo»liwe przej±cie ze stanu pocz¡tkowego, wª¡czaj¡c stany wzbudzone. Tak zde�n-
iowany tensor dobrze transformuje si¦ pod dziaªaniem grupy Lorentza [12]. Pozwoli to
nam zapisa¢ inkluzywny przekrój czynny dla elektronu w zwartej postaci:

d3σel

dE ′dΩ ′
= (2π)−2 e

4

q4

E ′

EEp
Lel
µνW

µν . (3.5)

Caªkowity przekrój czynny σel dla rozpraszania elektromagnetycznego jest niesko«c-
zony.

Wynik otrzymali±my wiedz¡c o stanach hadronowych tylko to, »e s¡ stanami o
okre±lonej energii i p¦dzie. Caªa reszta informacji o hadronach zawarta jest w tensorze
W µν . Wzór (3.5) mo»na zatem stosowa¢ do opisu zarówno rozpraszania na swobodnym
nukleonie, jak i na j¡drze atomowym. Powy»szy przekrój czynny jest skalarem. W
przypadku pomiaru spinów/skr¦tno±ci, zale»aªby od ukªadu odniesienia.

3.1.2 Neutrino

Przekroju czynnego rozpraszania neutrina na dowolnej tarczy nie b¦dziemy liczy¢ krok
po kroku, lecz posªu»ymy si¦ wynikami otrzymanymi dla elektronu. Omówimy tylko
podobie«stwa i ró»nice mi¦dzy tymi dwoma przypadkami.

Ró»nica mi¦dzy macierz¡ przej±cia dla elektronu i dla oddziaªywania CC wynika
z innych staªych sprz¦»enia i rodzaju propagatora sprz¦gaj¡cego pr¡d leptonowy z
hadronowym. Dla elektronu mieli±my czynnik − e2

q2
w macierzy Sfi, co daªo czynnik

e4

q4
w przekroju czynnym. Teraz natomiast korzystamy z teorii Fermiego oddziaªywania

punktowego. Elementy macierzowe pr¡dów b¦d¡ miaªy tak¡ sam¡ posta¢, jak dla oddzi-
aªywania elektromagnetycznego, przy czym przez J lept

µ i Jµhadr b¦dziemy teraz rozumie¢
pr¡d sªaby.

Sfi = −i
GF cos θC√

2

ˆ
d4x

ˆ
d4y

ˆ
d4q

(2π)4

〈
k′
∣∣J lept
µ (x)

∣∣ k〉 〈pf |Jµhadr(y)| pi〉 e−iq(x−y)

Je±li chodzi o zaªo»enia dotycz¡ce stanów leptonowych i hadronowych, to s¡ one
takie same jak poprzednio. Wiemy równie», »e neutrino ma mas¦, dlatego opisujemy je
funkcj¡ falow¡ z czynnikiem normalizacyjnym analogicznym do elektronowego.
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dσ = (2π)4(2π)6G
2
F cos2 θC

2

〈
k′
∣∣J lept
µ

∣∣ k〉 〈pf |Jµhadr| pi〉 ×

×
〈
k′
∣∣J lept
ν

∣∣ k〉∗ 〈pf |Jνhadr| pi〉∗
1

urel

δ4(k′ + pf − k − pi)d
3k′dβh

Cz¦±¢ leptonowa zapisana w notacji macierzowej:

∑
spiny

〈
k′
∣∣J lept
µ

∣∣ k〉 〈k′ ∣∣J lept
ν

∣∣ k〉∗ =
1

(2π)6

1

EE ′
mνml

∑
spiny

ū(k′)γµ(1−γ5)u(k) (ū(k′)γν(1− γ5)u(k))
∗
.

Tutaj, w odró»nieniu od elektronu, nie u±redniamy, lecz sumujemy po spinie pocz¡tkowym,
bo rzut spinu neutrina na kierunek ruchu jest zawsze ujemny. Tensor leptonowy dla
oddziaªywania CC de�niujemy jako

LCC
µν ≡ mνml

∑
spiny

(ū(k′)γµ(1− γ5)u(k)) (ū(k′)γν(1− γ5)u(k))
∗
, (3.6)

natomiast tensor hadronowy W µν
CC jest zde�niowany identycznie jak tensor W µν

el dany
równaniem (3.4).

W przypadku neutrin mamy |~k| � mν i przybli»amy pr¦dko±¢ wzgl¦dn¡ przez
urel ≈ 1, podobnie jak to zrobili±my dla elektronów. Jednak niekoniecznie musi za-
chodzi¢ml � |~k′| ≈ E ′, zwªaszcza dla neutrin mionowych o niezbyt wysokich energiach.
Poniewa»

d|~k′|
dE ′

=
d

dE ′

√
E ′2 −m2

l =
E ′√

E ′2 −m2
l

=
E ′

|~k′|
,

to teraz d3k′ = |~k′|E ′dE ′dΩ ′ i ró»niczkowy inkluzywny przekrój czynny przyjmie os-
tatecznie posta¢

d3σCC

dE ′dΩ ′
=
G2

F cos2 θC

8π2

|~k′|
EEp

LCC
µν W

µν . (3.7)

3.2 Swobodny nukleon

3.2.1 Przekrój czynny dla elektronu

Obliczymy teraz przekrój czynny na elastyczne rozpraszanie elektromagnetyczne elek-
tronu na swobodnym nukleonie, czyli proces e−N → e−N. Przy okazji wprowadzimy
tzw. czynnik odrzutu, który jest istotny zwªaszcza przy du»ych przekazach energii w
stosunku do masy tarczy.

W stanie pocz¡tkowym mamy dwie cz¡stki swobodne o czterop¦dach k, p, a w stanie
ko«cowym � o czterop¦dach k′, p′. Reguªy Feynmana i wycaªkowanie po d4q dadz¡
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Sfi =
i

(2π)2

e2

q2
ū(k′)γµu(k)ū(p′)Γµu(p)δ4(k + p− k′ − p′)

4∏
j=1

√
mj

Ej
,

gdzie q = k − k′, a Γ µ = γµF1 + i
2M
σµνqνF2 jest operatorem elektromagnetycznego

pr¡du hadronowego. Ale Sfi = −2πiδ4(Pf − Pi)Mfi, czyli amplituda wynosi

Mfi = − 1

(2π)3

e2

q2
ū(k′)γµu(k)ū(p′)Γµu(p)

4∏
j=1

√
mj

Ej
.

Je±li zaªo»ymy (podobnie jak to robili±my przy ogólnym opisie przekroju inkluzywnego),
»e wi¡zka pocz¡tkowa i tarcza s¡ niespolaryzowane i nie mierzymy spinu, to kwadrat
moduªu amplitudy

|Mfi|2 →
∑

spiny lept.

∑
spiny hadr.

|Mfi|2 =

=
1

(2π)6

e4

q4

∑
spiny lept.

(ū(k′)γµu(k)) (ū(k′)γνu(k))
∗ ×

×
∑

spiny hadr.
(ū(p′)Γ µu(p)) (ū(p′)Γ νu(p))

∗ m2
eM

2

EE ′EpEp′
.

Tensor leptonowy dla elektronu jest zde�niowany równaniem (3.3), natomiast tensor
hadronowy odpowiadaj¡cy swobodnemu nukleonowi ma posta¢

Hµν
el ≡M2

∑
spiny

(ū(p′)Γ µu(p)) (ū(p′)Γ νu(p))
∗
.

Mo»emy wyrazi¢ kwadrat amplitudy przez tensory Lel
µν i H

µν
el :

|Mfi|2 =
1

(2π)6

e4

q4

1

EE ′EpEp′
Lel
µνH

µν
el . (3.8)

Wyjd¹my teraz ze wzoru (2.7) i podstawmy dβ = d3k′d3p′ oraz Pi = p + k, Pf =
p′ + k′. Wykorzystamy p¦dow¡ cz¦±¢ delty Diraca caªkuj¡c po trójp¦dzie ~p′:

σ = (2π)4

ˆ
d3k′
ˆ

d3p′
|Mfi|2

urel

δ4(p′ + k′ − p− k)

= (2π)4

ˆ
d3k′
ˆ

d3p′
|Mfi|2

urel

δ(Ep′ + E ′ − Ep − E)δ3(~p′ + ~k′ − ~p− ~k)

= (2π)4

ˆ
d3k′
|Mfi|2

urel

δ(Ep′ + E ′ − Ep − E)

∣∣∣∣∣
warunek ~p′=~p+~k−~k′

.

We wspóªrz¦dnych sferycznych d3k′ = |~k′|2d|~k′|dΩ ′. Zakªadamy, »e tarcza (nukleon)
spoczywa: ~p = ~0 i pomijamy mas¦ elektronu w stosunku do jego energii: E, E ′ � me.
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Pozwala to m.in. dokona¢ przybli»enia urel = |~k|
E
≈ 1. Zachowamy jednak tymczasowo

zmienn¡ caªkowania |~k′| i wprowadzimy j¡ do delty Diraca: δ(Ep′ + E ′ − Ep − E) →
δ(|~k′| − . . .). Jak si¦ przekonamy, doprowadzi to do pojawienia si¦ czynnika odrzutu.
W celu zamiany zmiennych w delcie Diraca korzystamy z to»samo±ci

δ
(
f(|~k′|)

)
=
δ(|~k′| − |~k′|0)∣∣∣ ∂f
∂|~k′|

(|~k′|0)
∣∣∣ ,

gdzie |~k′|0 jest miejscem zerowym funkcji f . Zapiszmy funkcj¦ f jako

f(|~k′|) = Ep′ + E ′ − Ep − E =
√
M2 + |~p′|2 + E ′ −M − E

≈
√
M2 + E2 + |~k′|2 − 2E|~k′| cos θ + |~k′| −M − E.

Jej pochodna wynosi

∂f

∂|~k′|
=
|~k′| − E cos θ

Ep′
+ 1.

Miejsce zerowe to |~k′|0 = M + E − Ep′ , wi¦c

∂f

∂|~k′|
(|~k′|0) =

M + E − Ep′ − E cos θ

Ep′
+ 1 =

M + E − E cos θ

Ep′
.

Jest to wyra»enie dodatnie, wi¦c
∣∣∣ ∂f
∂|~k′|

(|~k′|0)
∣∣∣ = M+E−E cos θ

Ep′
i przekrój czynny z now¡

zmienn¡ przyjmie posta¢

σ = (2π)4

ˆ
d|~k′|

ˆ
dΩ ′E ′2 |Mfi|2

Ep′

M + E − E cos θ
δ(|~k′| −M − E + Ep′)

∣∣∣∣
~p′=~k−~k′

= (2π)4

ˆ
dΩ ′ |Mfi|2

E ′2Ep′

M + E(1− cos θ)

∣∣∣∣
~p′=~k−~k′, E′=M+E−Ep′

.

K¡t bryªowy rozproszenia elektronu Ω ′ stanowi dwa stopnie swobody, natomiast wycaªkowal-
i±my po trzecim stopniu, czyli warto±ci p¦du rozproszonego elektronu. Ró»niczkowy
przekrój czynny mo»emy zatem zapisa¢ jako

dσ

dΩ ′
= (2π)4 |Mfi|2

E ′2Ep′

M + 2E sin2 θ
2

= (2π)4 |Mfi|2R
E ′2Ep′

M
,

gdzie R ≡
[
1 + 2E

MT
sin2 θ

2

]−1

jest czynnikiem odrzutu tarczy o masieMT. Po wstawieniu

kwadratu amplitudy danego równaniem (3.8) otrzymamy

dσel

dΩ ′
= (2π)−2 e

4

q4
R

E ′

M2E
Lel
µνH

µν
el
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z warunkiem p′ = p+ k − k′.
W Dodatku B.1.3 zostaªo jawnie wyliczone zw¦»enie Lel

µνH
µν
el . Wstawiaj¡c je do

otrzymanego powy»ej wzoru, dostaniemy przekrój czynny wyra»ony przez elektromag-
netyczne czynniki postaci:

dσel

dΩ ′
=

e4 cos2 θ
2

64π2E2 sin4 θ
2

R

{(
F 2

1 +
F 2

2

4M2
Q2

)
+ (F1 + F2)2 Q2

2M2
tg2 θ

2

}
.

Skorzystali±my przy tym z q2 = −4EE ′ sin2 θ
2
(jest to prawdziwe równie» dla nieelasty-

cznych procesów), a Q2 ≡ −q2 > 0. Powy»szy przekrój czynny zale»y od czynników
postaci F1(Q2), F2(Q2); oprócz tego od zmiennych Q2 i cos θ. Nie s¡ to jednak nieza-
le»ne zmienne � powinno by¢ jasne, »e w formalizmie rozpraszania elastycznego istnieje
tylko jeden kinematyczny stopie« swobody, czyli jednoznaczna odpowiednio±¢ mi¦dzy
zmiennymi Q2, cos θ, E ′. Mo»na na przykªad wyrazi¢ Q2 tylko przez cos θ (bez E ′)
rozwi¡zuj¡c ukªad równa«{

Q2 = −(k − k′)2 = 2EE ′(1− cos θ)

Q2 = −(p′ − p)2 = 2M(E − E ′)
.

Energia padaj¡cego elektronu E jest ustalona. Funkcja opisuj¡ca ten przekrój czynny
nie zale»y natomiast od k¡ta azymutalnego ϕ (symetria cylindryczna wokóª wektora
~k). Caªkowity przekrój czynny σ =

´ (
dσ
dΩ′

)
dΩ′ =

´ (
dσ
dΩ′

)
d cos θdϕ dla rozpraszania

elektromagnetycznego jest niesko«czony. Mo»na wycaªkowa¢ jedynie po ϕ otrzymuj¡c
dσ

d cos θ
= 2π

(
dσ
dΩ′

)
.

Je±li wprowadzimy standardowe oznaczenie α = e2

4π
oraz przekrój czynny Motta:

σM ≡
α2 cos2 θ

2

4E2 sin4 θ
2

,

to ró»niczkowy przekrój czynny dla procesu e−N→ e−N zapiszemy ostatecznie jako

dσel

dΩ ′
= σMR

{(
F 2

1 +
F 2

2

4M2
Q2

)
+ (F1 + F2)2 Q2

2M2
tg2 θ

2

}
.

Ogóln¡ posta¢ tensora hadronowego W µν
el wyra»a si¦ cz¦sto przez skalarne �funkcje

struktury� wel
1 i wel

2 . Dla swobodnego nukleonu (MT = M) mo»emy je wyznaczy¢
porównuj¡c ze sob¡ tensory W µν

el i Hµν
el (lub wyra»enia na przekrój czynny):

wel
1 (Q2) = −1

4
Q2
(
F1(Q2) + F2(Q2)

)2
,

wel
2 (Q2) = M2F 2

1 (Q2) +
1

4
Q2F 2

2 (Q2).

3.2.2 Przekrój czynny dla neutrina

Rozpatrujemy teraz proces νn → l−p. Jest to oddziaªywanie �kwazielastyczne� przez
�pr¡d naªadowany� (od ang. charged current quasi-elastic, CCQE). W stanie pocz¡tkowym
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mamy neutron i neutrino, a w stanie ko«cowym � proton i lepton naªadowany. W obr¦-
bie teorii Fermiego, z reguª Feynmana i caªkowania po d4q otrzymamy element macierzy
S:

Sfi = − i

(2π)2

GF cos θC√
2

ūl(k
′)γµ(1− γ5)uν(k)×

× ūp(p′)Γµun(p)δ4(k′ + p′ − k − p)
4∏
j=1

√
mj

Ej
,

gdzie macierz Γ µ jest teraz wierzchoªkiem oddziaªywania sªabego, w wyniku którego
neutron przechodzi w proton. Operator ten dany jest wyra»eniem w nawiasie kwadra-
towym w równaniu (2.37). Znajdujemy amplitud¦ prawdopodobie«stwa, która wynosi

Mfi =
1

(2π)3

GF cos θC√
2

ūl(k
′)γµ(1− γ5)uν(k)ūp(p′)Γ µun(p)

4∏
j=1

√
mj

Ej
,

natomiast jej kwadrat

|Mfi|2 →
∑

spiny lept.

∑
spiny hadr.

|Mfi|2 =

=
1

(2π)6

G2
F cos2 θC

2

∑
spiny lept.

(ūl(k
′)γµ(1− γ5)uν(k)) (ūl(k

′)γν(1− γ5)uν(k))
∗ ×

×
∑

spiny hadr.
(ūp(p′)Γ µun(p)) (ūp(p′)Γ νun(p))

∗ mνmlMM ′

EE ′EpEp′
.

Podobnie jak w rozpraszaniu elektronu, kwadrat moduªuMfi mo»na wyrazi¢ przez
tensor leptonowy i hadronowy. Tensor leptonowy, odpowiadaj¡cy powy»szej ampli-
tudzie, zde�niowany zostaª w równaniu (3.6). Tensor hadronowy b¦dzie miaª posta¢

Hµν
CC ≡MM ′

∑
spiny

(ūp(p′)Γ µun(p)) (ūp(p′)Γ νun(p))
∗
, (3.9)

gdzie M i M ′ to odpowiednio masa neutronu i protonu. Mamy wi¦c

|Mfi|2 =
1

(2π)6

G2
F cos2 θC

2

1

EE ′EpEp′
LCC
µν H

µν
CC.

Korzystamy z tego samego wzoru na przekrój czynny, co w przypadku elektronu,
czyli

σ = (2π)4

ˆ
d3k′
|Mfi|2

urel

δ(Ep′ + E ′ − Ep − E)

∣∣∣∣∣
warunek ~p′=~p+~k−~k′

.

Wci¡» sªuszne jest przybli»enie urel ≈ 1. Zaªo»ymy znów, »e nukleon pocz¡tkowy
spoczywa: (Ep, ~p) = (MN, 0). Wtedy caªkowity przekrój czynny zapiszemy w formie
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σCC =
G2

F cos2 θC

8π2

ˆ
d3k′δ(Ep′ + E ′ − Ep − E)

1

MNEE ′Ep′
LCC
µν H

µν
CC (3.10)

z warunkiem ~p′ = ~k − ~k′. Ró»niczkowy przekrój czynny mo»na wyrazi¢ jako

dσCC

dΩ ′
=
G2

F cos2 θC

8π2

|~k′|
MNEEp′

LCC
µν H

µν
CC

z dodatkowym warunkiem E ′ = MN + E − E ′.
Znaj¡c jawn¡ posta¢ operatora Γ µ mo»na przeprowadzi¢ rachunki, w wyniku których

tensor Hµν b¦dzie zale»aª bezpo±rednio od skªadowych czterowektorów p i q. Podobnie,
mo»na wyrazi¢ tensor Lµν przez czterowektory k i q. Oba tensory oraz ich zw¦»enie
zostaªy obliczone w Dodatku B.2.

3.2.3 Zwi¡zek mi¦dzy W µν a Hµν

Zastosujemy teraz ogólny formalizm przekroju inkluzywnego przedstawiony w podrozdziale
3.1 do rozpraszania na swobodnym nukleonie, czyli znajdziemy zwi¡zek mi¦dzy tenso-
rami W µν i Hµν .

W przypadku rozpraszania (kwazi)elastycznego stany |pi〉 i |pf〉 s¡ stanami jed-
nocz¡stkowymi. Nukleon, zarówno pocz¡tkowy jak i ko«cowy, jest na powªoce masy.
Jego czterop¦dy wynosz¡ pi = p = (Ep, ~p) i pf = p′ = (Ep′ , ~p

′). Oznaczymy wi¦c
|pi〉 = |p〉, |pf〉 = |p′〉. Stopnie swobody ko«cowego stanu hadronowego to dβh = d3p′.

Podstawiaj¡c to do de�nicji tensora W µν (3.4) otrzymamy

W µν = (2π)6

ˆ
d3p′

∑
spiny

〈p′ |Jµhadr| p〉 〈p
′ |Jνhadr| p〉

∗
δ4(k′ + p′ − k − p)Ep.

Je»eli, podobnie jak w przypadku leptonów, odpowiednio unormujemy fale pªaskie
opisuj¡ce nukleony, to

∑
spiny

〈p′ |Jµhadr| p〉 〈p
′ |Jνhadr| p〉

∗
=

1

(2π)6

1

EpEp′
MM ′ ×

×
∑
spiny

ū(p′)Γ µu(p) (ū(p′)Γ νu(p))
∗
.

Po wycaªkowaniu po d3p′, tensor W µν przyjmie posta¢

W µν =
1

Ep′
Hµνδ(E ′ + Ep′ − E − Ep), (3.11)

gdzie Hµν = MM ′∑
spiny (ū(p′)Γ µu(p)) (ū(p′)Γ νu(p))∗ oraz ~p′ = ~k+~p−~k′. Dystrybucja

w równaniu (3.11) wyra»a bilans energii w procesie. Wynik jest prawdziwy zarówno dla
rozpraszania elektronu, jak i neutrina. Ró»nica mi¦dzy tymi procesami zawarta jest w
operatorze Γ µ. W przypadku e−N→ e−N mo»na te» zast¡pi¢ M ′ przez M .
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Do ogólnych wzorów na ró»niczkowe przekroje czynne (3.5) i (3.7) mo»emy wstawi¢
tensor hadronowy odpowiadaj¡cy pojedynczemu nukleonowi (3.11). Nast¦pnie, przez
caªkowanie po energii rozproszonego leptonu E ′, mo»na pozby¢ si¦ jednego z trzech
stopni swobody. Otrzymamy

dσel

dΩ ′
= (2π)−2 e

4

q4

E ′

EEpEp′
Lel
µνH

µν
el

dla elektronu oraz

dσCC

dΩ ′
=
G2

F cos2 θC

8π2

|~k′|
EEpEp′

LCC
µν H

µν
CC

dla neutrina. W obu przypadkach nale»y pami¦ta¢ o bilansie energii E ′+Ep′−E−Ep = 0
jako o dodatkowym warunku. Odtworzyli±my w ten sposób wzory dla rozpraszania
elastycznego (kwazielastycznego) omówione w podrozdziaªach 3.2.1 i 3.2.2.

3.3 Ogólna posta¢ tensora hadronowego

Inkluzywny przekrój czynny procesów eX→ e′X′ i νX→ ν ′X′ wyrazili±my m.in. przez
tensor hadronowyW µν opisuj¡cy dowoln¡ tarcz¦. Znajd¹my jego najogólniejsz¡ posta¢.

Zacznijmy od oddziaªywania typu CC. Mo»na zaªo»y¢, »e tensor W µν jest skon-
struowany z czterop¦dów charakteryzuj¡cych hadrony (dla procesu inkluzywnego nieza-
le»ne s¡ pµ i qµ). Mo»na te» u»y¢ tensora metrycznego ηµν i caªkowicie antysymetrycznego
tensora εµναβ. Tworzymy takie kombinacje, aby wszystkie wyrazy byªy liniowo nieza-
le»ne. Stoj¡ce przy nich wspóªczynniki b¦d¡ skalarnymi funkcjami zale»nymi od niezmi-
enników lorentzowskich (p2, q2, pq). Nazywamy je funkcjami struktury i oznaczymy je
przez Wi. Wtedy ogólna posta¢ tensora dla CC b¦dzie nast¦puj¡ca:

W µν
CC = WCC

1 ηµν +
WCC

2

M2
T

pµpν + i
WCC

3

M2
T

εµναβpαqβ +
WCC

4

M2
T

qµqν +

+
1

2

WCC
5

M2
T

(pµqν + pνqµ) +
1

2
i
WCC

6

M2
T

(pµqν − pνqµ). (3.12)

Wyst¦puj¡ w niej 4 wyrazy symetryczne i 2 antysymetryczne oraz 6 niezale»nych funkcji
struktury. MT jest mas¡ tarczy (p2 = M2

T). Z de�nicji tensora W µν wynika, »e
(W µν)∗ = W νµ, w tym sensie jest on wi¦c �hermitowski�. St¡d dla wyrazów symetrycznych
zachodzi (W µν

sym)∗ = W µν
sym, a dla antysymetrycznych (W µν

anty)∗ = −W µν
anty. Wyrazy

symetryczne s¡ wi¦c rzeczywiste, a antysymetryczne � czysto urojone. Chcemy jed-
nak, »eby wszystkie funkcjeWi byªy zde�niowane jako rzeczywiste, dlatego napisali±my
jednostk¦ urojon¡ przy wyrazach antysymetrycznych.

Rozwa»my teraz oddziaªywanie elektromagnetyczne. Na pocz¡tek zaªó»my taki sam
rozkªad tensora jak w równaniu (3.12). Ze wzgl¦du na istnienie pewnych wªasno±ci
pr¡du elektromagnetycznego, b¦dziemy mogli powiedzie¢ wi¦cej o tensorze W µν w tym
przypadku i b¦dzie on mniej skomplikowany ni» w przypadku neutrina. Po pierwsze,
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parzysto±¢ jest teraz zachowana. Z tego powodu wkªad W3 nie b¦dzie wyst¦powaª w
tensorze. Po drugie, mo»emy wykorzysta¢ zasad¦ zachowania pr¡du: wiemy, »e zw¦»enia
tensora hadronowego z qµ oraz qν musz¡ znika¢. Mamy wi¦c zwi¡zki:

W µνqµ = W1q
ν +

W2

M2
T

(pq)pν +
W4

M2
T

q2qν +

+
1

2

W5

M2
T

(
(pq)qν + pνq2

)
+

1

2
i
W6

M2
T

(
(pq)qν − pνq2

)
= 0,

W µνqν = W1q
µ +

W2

M2
T

pµ(pq) +
W4

M2
T

qµq2 +

+
1

2

W5

M2
T

(
pµq2 + (pq)qµ

)
+

1

2
i
W6

M2
T

(
pµq2 − (pq)qµ

)
= 0.

Skoro wektory pµ i qµ s¡ zmiennymi niezale»nymi, to wspóªczynniki przy tych wektorach
musz¡ by¢ równe zeru (niezale»nie przy pν , pµ, qν , qµ). Dostajemy ukªad równa«

W2

M2
T

pq +
1

2

W5

M2
T

q2 − 1

2
i
W6

M2
T

q2 = 0,

W2

M2
T

pq +
1

2

W5

M2
T

q2 +
1

2
i
W6

M2
T

q2 = 0,

W1 +
W4

M2
T

q2 +
1

2

W5

M2
T

pq +
1

2
i
W6

M2
T

pq = 0,

W1 +
W4

M2
T

q2 +
1

2

W5

M2
T

pq − 1

2
i
W6

M2
T

pq = 0,

którego rozwi¡zaniem jest

W6 = 0,

W5 = −2W2
pq

q2
,

W4 = W2
(pq)2

q4
−W1

M2
T

q2
.

Zatem, dzi¦ki wªasno±ci zachowania pr¡du, funkcje W4 i W5 wyra»aj¡ si¦ przez W1 i
W2. Ostatecznie, elektromagnetyczny tensor hadronowy zapiszemy jako

W µν
el = W el

1

(
ηµν +

qµqν

Q2

)
+
W el

2

M2
T

(
pµ +

pq

Q2
qµ
)(

pν +
pq

Q2
qν
)
, (3.13)

gdzie Q2 = −q2 oraz W1,2 = W1,2(q2, pq). W tym przypadku mamy wi¦c tylko cz¦±¢
symetryczn¡ i 2 niezale»ne funkcje struktury. Wynik jest zgodny z postaci¡ otrzyman¡
w pracy [12].
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3.4 Inkluzywny przekrój czynny � najogólniejsza posta¢

3.4.1 Rozpraszanie elektronu na dowolnej tarczy

Wyrazimy laboratoryjny przekrój na rozpraszanie elektronu na dowolnej tarczy przez
funkcje struktury. Ogólny wzór na przekrój czynny (3.5) wycaªkujemy po k¡cie ϕ′, »eby
przekrój przyj¡ª form¦ �podwójnego ró»niczkowego�:

d2σel

dE ′d cos θ
=

1

2π

e4

q4

E ′

EEp
Lel
µνW

µν
el .

W Dodatku B.1.1 pokazali±my, »e dla niespolaryzowanych elektronów

Lel
µν =

1

2
(kµk

′
ν + kνk

′
µ − ηµνkk′).

Za W µν
el we¹miemy najogólniejsz¡ posta¢ (3.13). Wiemy te», »e Lel

µνq
µ = Lel

µνq
ν = 0,

wi¦c Lel
µνW

µν
el = Lel

µνW
µν
eff , gdzie

W µν
eff = W el

1 η
µν +

W el
2

M2
T

pµpν .

Mamy wi¦c

Lel
µνW

µν
el =

1

2

(
kµk

′
ν + kνk

′
µ − ηµνkk′

)(
W el

1 η
µν +

W el
2

M2
T

pµpν
)

=
1

2
W el

1 (kk′ + kk′ − 4kk′) +
1

2

W el
2

M2
T

(
(kp)(k′p) + (kp)(k′p)− p2kk′

)
= −W el

1 kk
′ +

W el
2

M2
T

(
EE ′M2

T −
1

2
M2

Tkk
′
)
.

W nast¦pnych krokach b¦dziemy dokonywa¢ zamiany zmiennych korzystaj¡c z

q2 ≈ −2kk′ ≈ −4EE ′ sin2 θ

2
,

co jest prawdziwe zarówno dla elastycznych, jak i nieelastycznych procesów. Otrzy-
mamy

Lel
µνW

µν
el = −2W el

1 EE
′ sin2 θ

2
+W el

2 EE
′ cos2 θ

2
,

a po wstawieniu do przekroju czynnego

d2σel

dE ′d cos θ
=

1

2π

e4

16E2E ′2Ep sin4 θ
2

E ′2
[
W el

2 cos2 θ

2
− 2W el

1 sin2 θ

2

]
.

Je±li wprowadzimy standardowe oznaczenia α = e2

4π
i σM =

α2 cos2 θ
2

4E2 sin4 θ
2

, to ogólny ró»niczkowy

przekrój czynny b¦dziemy mogli zapisa¢ w zwartej formie:
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d2σel

dE ′d cos θ
= 2π

σM

Ep

[
W el

2 (q2, pq)− 2W el
1 (q2, pq)tg2 θ

2

]
. (3.14)

Wyra»enie to jest prawdziwe dla wszystkich procesów, w których obserwuje si¦ jedynie
ko«cowy p¦d elektronów. Mo»na je stosowa¢ do rozpraszania elastycznego i nieelasty-
cznego.

3.4.2 Rozpraszanie neutrina na dowolnej tarczy

Obliczymy teraz ogóln¡ posta¢ inkluzywnego przekroju czynnego typu CC, dla dowolnej
tarczy hadronowej. Zapiszemy wzór (3.7) jako:

d2σCC

dE ′d cos θ
=
G2

F cos2 θC

4π

|~k′|
EEp

LCC
µν W

µν
CC. (3.15)

Wiemy, »e

LCC
µν = 2(kµk

′
ν + kνk

′
µ − ηµνkk′ + χiεµνρσk

ρk′σ),

gdzie χ = −1 dla procesu νn → l−p i χ = +1 dla ν̄p → l+n. Za W µν
CC we¹miemy

najogólniejsz¡ posta¢ dan¡ równaniem (3.12). Skorzystamy z wªasno±ci, »e zw¦»enie
tensora antysymetrycznego z symetrycznym jest równe zeru. Je±li wyodr¦bnimy w obu
tensorach cz¦±¢ symetryczn¡ i antysymetryczn¡

Lµν = Lµνsym + Lµνanty,

W µν = W µν
sym +W µν

anty,

to

LµνW
µν = Lsym

µν W
µν
sym + Lanty

µν W µν
anty. (3.16)

Zajmijmy si¦ najpierw zw¦»eniem cz¦±ci symetrycznych:

Lsym
µν W

µν
sym = 2

(
kµk

′
ν + kνk

′
µ − ηµνkk′

)
×

×
(
W1η

µν +
W2

M2
T

pµpν +
W4

M2
T

qµqν +
W5

2M2
T

(pµqν + pνqµ)

)
= 2

[
W1 (kk′ + kk′ − 4kk′) +

W2

M2
T

(
(kp)(k′p) + (kp)(k′p)− p2(kk′)

)
+

+
W4

M2
T

(
(qk)(qk′) + (qk)(qk′)− q2(kk′)

)
+

+
W5

2M2
T

((pk)(qk′) + (qk)(pk′)− (pq)(kk′)+

+ (qk)(pk′) + (pk)(qk′)− (pq)(kk′))] .
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Przyjmuj¡c teraz, »e p = (MT, ~0), dostaniemy

Lsym
µν W

µν
sym = 2

[
−2W1(kk′) +

W2

M2
T

(
2EE ′M2

T −M2
T(kk′)

)
+

+
W4

M2
T

(
2(qk)(qk′) +Q2(kk′)

)
+

+
W5

M2
T

(EMT(qk′) + E ′MT(qk)− ωMT(kk′))

]
.

Zw¦»enie cz¦±ci antysymetrycznych:

Lanty
µν W µν

anty = 2χiεµνρσk
ρk′σ

(
i
W3

M2
T

εµναβpαqβ + i
W6

2M2
T

(pµqν − pνqµ)

)
= −4χ

W3

M2
T

(δασδ
β
ρ − δαρ δβσ)kρk′σpαqβ −

− χ
W6

M2
T

(εµνρσk
ρk′σpµqν − εµνρσkρk′σpνqµ)

= 4χ
W3

M2
T

(
kαk′βpαqβ − kβk′αpαqβ

)
− 2χ

W6

M2
T

εµνρσk
ρk′σpµqν

Skorzystali±my mi¦dzy innymi z to»samo±ci εµνρσεµναβ = 2(δασδ
β
ρ−δαρ δβσ) oraz εµνρσpνqµ =

−εµνρσpµqν . Nast¦pnie, zast¦puj¡c k przez q + k′ mo»emy napisa¢

kαk′βpαqβ = (pk)(qk′) = (pq + pk′)(qk′),

kβk′αpαqβ = (pk′)(qk) = (pk′)(q2 + qk′),

czyli

kαk′βpαqβ − kβk′αpαqβ = (pq)(qk′) +Q2(pk′).

Zauwa»my ponadto, »e

εµνρσk
ρk′σpµqν = εµνρσq

ρk′σpµqν + εµνρσk
′ρk′σpµqν = 0,

bo oba wyrazy s¡ jednocze±nie symetryczne i antysymetryczne wzgl¦dem zamiany pewnej
pary indeksów. Same algebraiczne wªasno±ci powoduj¡ zatem, »e W6 nie pojawia si¦ w
zw¦»eniu. Uwzgl¦dniaj¡c powy»sze, mamy

Lanty
µν W µν

anty = 4χ
W3

M2
T

(
(pq)(qk′) +Q2(pk′)

)
.

Je±li zaªo»ymy, »e tarcza spoczywa, to

Lanty
µν W µν

anty = 4χ
W3

M2
T

(
MTω(qk′) +Q2MTE

′) .
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Mo»emy teraz wstawi¢ wyliczone elementy do ró»niczkowego przekroju czynnego
(3.15) otrzymuj¡c

d2σCC

dE ′d cos θ
=

G2
F cos2 θC

2π

|~k′|
EMT

[
−2WCC

1 (kk′) +WCC
2 (2EE ′ − kk′) +

+
WCC

4

M2
T

m2
l (kk

′)− WCC
5

MT

m2
lE + 2χ

WCC
3

MT

(
(E + E ′)(kk′)−m2

lE
)]
.(3.17)

Wprowad¹my oznaczenie �elementarnego� przekroju czynnego,

σ0 ≡
G2

F cos2 θC

(2π)2
E ′|~k′|,

które b¦dziemy u»ywa¢ w dalszej cz¦±ci pracy.
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Rozdziaª 4

Funkcje odpowiedzi

W tym rozdziale dokonamy rozkªadu zw¦»enia i przekroju czynnego na tzw. funkcje
odpowiedzi (response functions). Jest to istotne dlatego, »e w przeciwie«stwie do funkcji
struktury funkcje odpowiedzi maj¡ interpretacj¦ �zyczn¡. S¡ niezale»nymi obserw-
ablami � mo»na w jednym do±wiadczeniu zmierzy¢ ka»d¡ funkcj¦ z osobna.

4.1 Rozkªad tensora leptonowego

W rozpraszaniu leptonów na j¡drze wyró»nionym kierunkiem jest przekaz czterop¦du
qµ = kµ − k′µ = (ω, ~q). Wybierzmy ukªad wspóªrz¦dnych przestrzennych, w którym
~q ‖ ẑ oraz (~k × ~k′) ‖ ŷ (Rysunek 4.1). Skªadowe czterowektorów w tym ukªadzie s¡
nast¦puj¡ce:

k =

(
E,
|~k||~k′|
|~q|

sin θ, 0,
|~k|2

|~q|
− |

~k||~k′|
|~q|

cos θ

)
, (4.1)

k′ =

(
E ′,
|~k||~k′|
|~q|

sin θ, 0,
|~k||~k′|
|~q|

cos θ − |
~k′|2

|~q|

)
, (4.2)

q = (ω, 0, 0, |~q|) , pA = (MA, 0, 0, 0) ,

pN = (EN, |~pN| sin θN cosφN, |~pN| sin θN sinφN, |~pN| cos θN) ,

pA−1 = (MA + ω − EN, −|~pN| sin θN cosφN, −|~pN| sin θN sinφN, |~q| − |~pN| cos θN) .

Wprowad¹my baz¦ czterowektorów {bµκ}κ=0,1,2,3 tak¡, »eby wszystkie czterowektory
byªy parami ortogonalne: bκµb

µ
λ = 0 dla κ 6= λ. Jako ukªad speªniaj¡cy ten warunek

we¹miemy 
bµ0 ≡ lµ ≡ (|~q|, 0, 0, ω),

bµ1 ≡ tµx ≡ (0, 1, 0, 0),

bµ2 ≡ tµy ≡ (0, 0, 1, 0),

bµ3 ≡ qµ = (ω, 0, 0, |~q|).

39
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Rysunek 4.1: Orientacja ukªadu hadronowego wzgl¦dem ukªadu leptonowego dla pro-
cesu ekskluzywnego.

Ze wzgl¦du na sygnatur¦ (+,−,−,−), w±ród powy»szych czterowektorów jeden jest
czasopodobny (lµlµ > 0), a trzy pozostaªe przestrzennopodobne.

Ka»dy tensor, w szczególno±ci leptonowy, mo»na zapisa¢ jako

Lµν =
∑
κ,λ

Blept
κλ b

µ
κb
ν
λ, (4.3)

gdzie Blept jest macierz¡ 4 × 4 rozkªadu tensora leptonowego w wybranej bazie. Ele-
menty macierzy Blept mo»na znale¹¢ zw¦»aj¡c tensor z odpowiednimi czterowektorami
bazowymi i korzystaj¡c przy tym z ich ortogonalno±ci, np.

qµqνL
µν =

∑
κ,λ

Blept
κλ qµqνb

µ
κb
ν
λ = Blept

qq qµqνq
µqν = Blept

qq Q4

⇒ Blept
qq =

1

Q4
qµqνL

µν .

Wiemy, »e qνLµν = 0 i Q4 > 0, wi¦c w tym przypadku dostaniemy Blept
qq = 0.

W przypadku rozpraszania elektronu ~q jest kierunkiem propagacji fotonu wirtual-
nego. Tensor dla elektronu Lµνel = 1

2
(kµk′ν + kνk′µ − ηµνkk′) jest symetryczny. Wynika

st¡d, »e odpowiadaj¡ca mu macierz Blept w rozkªadzie (4.3) b¦dzie symetryczna. Ma
ona wi¦c 10 niezale»nych elementów. Mo»na je obliczy¢ sposobem opisanym powy»ej.
W przybli»eniu wysokoenergetycznym wynios¡ one

Blept
qq Q4 = 0

Blept
ll Q4 = 2

E3E ′3

|~q|2
sin2 θ(1− cos θ)
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Blept
xx =

1

2

EE ′

|~q|2
(E + E ′)2(1− cos θ)

Blept
yy =

1

2
EE ′(1− cos θ)

Blept
qx Q2 = Blept

qy Q2 = 0

−Blept
ql Q4 = 0

Blept
xy = 0

−Blept
xl Q

2 =
E2E ′2

|~q|2
(E + E ′) sin θ(cos θ − 1)

−Blept
yl Q

2 = 0

przy czym posªu»ono si¦ takimi skªadowymi czterowektorów, jak we wzorach (4.1) i
(4.2). Zapiszmy wszystkie elementy razem jako

Blept =


Bll Blx Bly Blq

Bxl Bxx Bxy Bxq

Byl Byx Byy Byq

Bql Bqx Bqy Bqq

 =


# # 0 0
# # 0 0
0 0 # 0
0 0 0 0

 ,

gdzie przez # oznaczono wyra»enia na ogóª ró»ne od zera. Je±li w analogiczny sposób
rozªo»ymy tensor hadronowy,

W µν =
∑
ρ,σ

Bhadr
ρσ bµρb

ν
σ,

to zw¦»enie b¦dzie równe

WµνL
µν =

∑
κ,λ,ρ,σ

Blept
κλ B

hadr
ρσ bµκbρµb

ν
λbσν =

∑
κ,λ

Blept
κλ B

hadr
κλ (bκ)

2(bλ)
2.

Zostawiaj¡c tylko niezerowe elementy macierzy Blept mo»emy zapisa¢ powy»sz¡ sum¦
jako1

WµνL
µν = Blept

ll Bhadr
ll (l2)2 +Blept

xx B
hadr
xx (t2x)

2 +

+ Blept
yy B

hadr
yy (t2y)

2 + 2Blept
xl B

hadr
xl (l2)(t2x). (4.4)

1W przypadku elektronu powinno by¢ oczywiste, »e równie» macierz hadronowa Bhadr jest
symetryczna.
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W wybranym przez nas ukªadzie odniesienia dostali±my Blept
xl 6= 0. Sprawd¹my, ile

wynosi (w tym samym ukªadzie) odpowiedni element dla tensora hadronowego.

txµlνW
µν = Bhadr

xl t2xl
2 = Bhadr

xl (−1)(−q2) = −Bhadr
xl Q2,

txµlνW
µν = (−1)lνW

xν = (−1)|~q|W x0 + (−1)(−ω)W x3,

st¡d

Bhadr
xl =

1

Q2

(
|~q|W x0 − ωW x3

)
.

Bior¡c pod uwag¦ posta¢ (3.13) widzimy, »e skªadowe W x0 i W x3 s¡ równe zeru, bo
ηx0 = ηx3 = 0, qx = 0 (przekaz p¦du wzdªu» osi z), px = 0 (tarcza spoczywa). Zatem
Bhadr
xl = 0 i równanie (4.4) mo»emy zapisa¢ jako

WµνL
µν = Q4Blept

ll Bhadr
ll +Blept

xx B
hadr
xx +Blept

yy B
hadr
yy . (4.5)

Okazuje si¦ wi¦c, »e w zw¦»eniu pozostaj¡ tylko diagonalne elementy. Wyra¹my t¦
wªasno±¢ jako WµνL

µν = WµνL̃
µν , gdzie L̃µν jest cz¦±ci¡ diagonaln¡ rozkªadu tensora w

bazie {bµκ}:

L̃µν = Blept
ll lµlν +Blept

xx t
µ
xt
ν
x +Blept

yy t
µ
y t
ν
y (4.6)

(po uwzgl¦dnieniu Blept
qq = 0). Fakt ten nie zale»y od ukªadu wspóªrz¦dnych, w którym

pracujemy. Pierwszy wyraz w rozkªadzie (4.6) interpretowany jest jako polaryzacja
podªu»na (longitudinal) po±rednicz¡cego fotonu i uto»samiany z funkcj¡ odpowiedzi RL,
natomiast wyrazy drugi i trzeci � jako polaryzacja poprzeczna (transverse) i funkcja
odpowiedzi RT. Jak wiemy, polaryzacj¦ poprzeczn¡ maj¡ fotony �zyczne. Wkªad od
fotonów spolaryzowanych wzdªu» kierunku propagacji jest wi¦c miar¡ �wirtualno±ci�
fotonów.

Poniewa» zw¦»enie W el
µνL

µν
el rozkªada si¦ na dwa ró»ne2 skªadniki, przekrój czynny

dla elektronów b¦dzie mo»na wyrazi¢ przez dwie funkcje odpowiedzi: RL i RT. W
rozpraszaniu neutrin liczba funkcji odpowiedzi wynosi pi¦¢.

4.2 Funkcje odpowiedzi

4.2.1 Elektron

Obliczmy elementy macierzy hadronowej wyst¦puj¡ce we wzorze (4.5), »eby przekona¢
si¦, »e s¡ one ró»ne od zera.

lµlνW
µν = Bhadr

ll (l2)2 = Bhadr
ll Q4,

lµlνW
µν = l0l0W

00 + 2l0l3W
03 + l3l3W

33 =

= |~q|2W 00 − 2|~q|ωW 03 + ω2W 33.

2Ze wzgl¦du na symetri¦ wokóª wektora ~q, skªadowe xx i yy traktuje si¦ jako równowa»ne.



4.2. FUNKCJE ODPOWIEDZI 43

Pomocny teraz b¦dzie warunek qµW µν = qνW
µν = 0, z którego wynika, »e skªadowe

tensora 03, 30 i 33 s¡ proporcjonalne do skªadowej 00:

W 03 = W 30 =
ω

|~q|
W 00, W 33 =

(
ω

|~q|

)2

W 00.

Mamy wi¦c

lµlνW
µν = |~q|2W 00 − 2ω2W 00 +

ω4

|~q|2
W 00 =

1

|~q|2
(
|~q|2 − ω2

)2
W 00

=
Q4

|~q|2
W 00 =

Q4

|~q|2

[
W1

(
1 +

ω2

Q2

)
+W2

1

M2
T

(
MT +

MTω

Q2
ω

)2
]

=
Q4

|~q|2

[
W1
|~q|2

Q2
+W2

(
1 +

ω2

Q2

)2
]

= W1Q
2 +W2|~q|2

oraz

Bhadr
ll =

W1

Q2
+W2

|~q|2

Q4
6= 0.

�atwo te» pokaza¢, »e

Bhadr
xx = W xx = −W1 6= 0, Bhadr

yy = W yy = −W1 6= 0.

Funkcje odpowiedzi b¦dziemy de�niowa¢ przez skªadowe tensora hadronowego jak
w pracach Butkevicha, np. [8]. Oznaczmy{

Rel
L ≡ W 00

el = W el
1
|~q|2
Q2 +W el

2
|~q|4
Q4 ,

Rel
T ≡ W xx

el +W yy
el = −2W el

1 .

Potraktujmy to jako ukªad równa« i rozwi¡»my wzgl¦dem funkcji struktury:{
W el

1 = −1
2
Rel

T,

W el
2 = Q4

|~q|4R
el
L + Q2

2|~q|2R
el
T.

Mo»emy teraz wstawi¢ funkcje struktury do równania (3.14) wyra»aj¡c przekrój czynny
przez funkcje odpowiedzi:

d2σel

dE ′d cos θ
= 2π

σM

MT

[
Q4

|~q|4
Rel

L +

(
Q2

2|~q|2
+ tg2 θ

2

)
Rel

T

]
.

Wspóªczynniki stoj¡ce przy funkcjach odpowiedzi zale»¡ tylko od kinematyki leptonów.
Oznaczmy je przez vL ≡ Q4

|~q|4 i vT ≡ Q2

2|~q|2 + tg2 θ
2
. Wtedy podwójny ró»niczkowy przekrój

czynny przyjmie posta¢

d2σel

dE ′d cos θ
= 2π

σM

MT

[
vLR

el
L + vTR

el
T

]
. (4.7)
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Wynik zgadza si¦ z przekrojem inkluzywnym podanym w pracach [8] i [10]. RT i RL

s¡ funkcjami |~q| i ω. Wyra»aj¡ si¦ przez funkcje struktury, które z kolei mo»na wyrazi¢
przez czynniki postaci. Procedura wydzielania poszczególnych funkcji znana jest jako
�separacja Rosenblutha�. Polaryzacja poprzeczna fotonu dominuje dla rozprosze« wstecznych
(θ ∼ 180◦) i odpowiada sytuacji, gdy spin elektronu w reakcji zostanie odwrócony.

4.2.2 Neutrino

O ró»nych stanach polaryzacji wirtualnego bozonu mo»emy tak»e mówi¢ w przypadku
oddziaªywania sªabego, bowiem bozony W± i Z0 maj¡ spin równy 1. Funkcje odpowiedzi
dla oddziaªywania typu CC zde�niujemy przez skªadowe ogólnej postaci tensora W µν

CC,
analogicznie jak to robili±my w przypadku elektromagnetycznym. Wci¡» pracujemy w
ukªadzie odniesienia opisanym w podrozdziale 4.1.

RCC ≡ W 00 = W 00
sym = W1 +W2 +W4

ω2

M2
T

+W5
ω

MT

RCL ≡ W 03 +W 30 = W 03
sym +W 30

sym = 2W 03
sym =

= 2W4
ω|~q|
M2

T

+W5
|~q|
MT

RLL ≡ W 33 = W 33
sym = −W1 +W4

|~q|2

M2
T

RT ≡ W xx +W yy = W xx
sym +W yy

sym = −2W1

RT′ ≡ i(W xy −W yx) = i(W xy
anty −W

yx
anty) = 2iW xy

anty =

= −2
W3

M2
T

ε12αβpαqβ = −2
W3

M2
T

ε1203p0qz = −2W3
|~q|
MT

Tym razem skªadowe 00, 03=30, 33 (CC, CL, LL) stanowi¡ odr¦bne funkcje, bo pr¡d
aksjalny nie jest zachowany.3 W de�nicji ostatniej funkcji odpowiedzi jednostka urojona
pojawia si¦ po to, »eby funkcja byªa rzeczywista (wyra»a si¦ ona przez antysymetryczne
wyrazy tensora, które s¡ urojone). Pozostaªe funkcje wyra»aj¡ si¦ przez sam¡ cz¦±¢
symetryczn¡ i dlatego s¡ rzeczywiste.

Nale»y jeszcze uzasadni¢, »e w zw¦»eniu nie ma wkªadów od innych skªadowych ni»
te, które zostaªy oznaczone jako funkcje odpowiedzi. Wiemy, »e zw¦»enie dzieli si¦ na
dwie cz¦±ci wedªug (3.16). W wybranym ukªadzie wspóªrz¦dnych wektory ~k i ~k′ le»¡ w
pªaszczy¹nie (x, z). Ich y-owe skªadowe wynosz¡ wi¦c zero i dlatego

Lsym
0y = Lsym

y0 = Lsym
xy = Lsym

yx = Lsym
3y = Lsym

y3 = 0,

Lanty
0x = Lanty

x0 = Lanty
x3 = Lanty

3x = Lanty
03 = Lanty

30 = 0.

3Nowe oznaczenie � litera �C� � pochodzi od sªowa charge [17]. Pierwsze cztery funkcje s¡ sum¡
wyrazów wektor-wektor i pseudowektor-pseudowektor, podczas gdy ostatnia stanowi wyraz �interfer-
encyjny� wektor-pseudowektor [10, 17].
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Oczywi±cie oprócz tego mamy Lanty
00 = Lanty

xx = Lanty
yy = Lanty

33 ≡ 0. Mo»na te» pokaza¢,
»e

W µν
sym 6= 0 tylko dla skªadowych 00, xx, yy, 33, 03 = 30,

W µν
anty 6= 0 tylko dla skªadowych 03 = −30, xy = −yx.

Z powy»szych warunków mo»na ªatwo wywnioskowa¢, które wyrazy b¦d¡ niezerowe w
zw¦»eniu tensorów. W cz¦±ci symetrycznej zw¦»enia �prze»yj¡� tylkoW 00

sym, W
xx
sym, W

yy
sym, W

33
sym

oraz W 03
sym = W 30

sym, a w cz¦±ci antysymetrycznej � tylko W xy
anty = −W yx

anty. Jedynym
wyró»nionym kierunkiem dla j¡dra niespolaryzowanego mo»e by¢ przekaz p¦du. Mamy
wi¦c do czynienia z symetri¡ obrotow¡ tensora W µν wzgl¦dem trzeciej osi i dlatego jego
poprzeczne skªadowe xx i yy musz¡ by¢ sobie równe. W efekcie daje to 5 niezale»nych
funkcji odpowiedzi.

Chcemy wyrazi¢ przekrój czynny przez funkcje odpowiedzi. Musimy w tym celu
znale¹¢ wspóªczynniki kinematyczne stoj¡ce przy poszczególnych funkcjach. Wyrazil-
i±my ju» funkcje odpowiedzi przez funkcje struktury. �Odwró¢my� teraz t¦ zale»no±¢:

W1 = −1

2
RT

W3 = −MT

2|~q|
RT′

W4 =
M2

T

|~q|2
(RLL +W1) =

M2
T

|~q|2

(
RLL −

1

2
RT

)

W5 =
MT

|~q|
RCL − 2

ω

MT

W4 =
MT

|~q|
RCL +

MTω

|~q|2
(RT − 2RLL)

W2 = RCC −W1 −
ω2

M2
T

W4 −
ω

MT

W5

= RCC −
ω

|~q|
RCL +

ω2

|~q|2
RLL +

Q2

2|~q|2
RT

Tak wyliczone funkcje struktury wstawiamy do wyra»enia na przekrój czynny (3.17).
Otrzymamy

d2σCC

dE ′d cos θ
= 2π

σ0

EE ′Ep

[
kk′RT − χ

1

|~q|
(
ωqk′ +Q2E ′

)
RT′

+ (2EE ′ − kk′)
(
RCC −

ω

|~q|
RCL +

ω2

|~q|2
RLL +

Q2

2|~q|2
RT

)
+

(
2

(qk)(qk′)

|~q|2
+
Q2

|~q|2
kk′
)(

RLL −
1

2
RT

)
+ (Eqk′ + E ′qk − ωkk′)

(
1

|~q|
RCL +

ω

|~q|2
RT − 2

ω

|~q|2
RLL

)]
.
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Pozostaje nam wyznaczy¢ z powy»szego wzoru wspóªczynniki przy ka»dej z funkcji
odpowiedzi. B¦dziemy korzysta¢ z |~k| ≈ E, a pr¦dko±¢ leptonu naªadowanego oz-

naczymy przez β ≡ |~k′|
E′ . Mo»na te» pokaza¢, »e Eqk′ + E ′qk − ωkk′ ≈ −Em2

l .
wspóªczynnik przy RCC:

vCC =
2EE ′ − kk′

EE ′
=
EE ′ + |~k||~k′| cos θ

EE ′
= 1 + β cos θ

przy RCL:

vCL =
−ω(2EE ′ − kk′) + Eqk′ + E ′qk − ωkk′

EE ′|~q|
=

=
−ω(EE ′ + |~k||~k′| cos θ)− Em2

l

EE ′|~q|
= − ω

|~q|
(1 + β cos θ)− m2

l

E ′|~q|

przy RLL:

vLL =
ω2(2EE ′ − kk′) + 2(qk)(qk′) +Q2kk′ − 2ω(Eqk′ + E ′qk − ωkk′)

EE ′|~q|2
=

= 1− β cos θ +
2EE ′ω2 + 2(qk)(qk′)− 2ω(Eqk′ + E ′qk)

EE ′|~q|2
=

= 1 + β cos θ − 2β
E|~k′|
|~q|2

sin2 θ

przy RT:

vT =
|~q|2kk′ + 1

2
Q2(2EE ′ − kk′)− (qk)(qk′)− 1

2
Q2kk′ + ω(Eqk′ + E ′qk − ωkk′)

EE ′|~q|2
=

= 1− β cos θ +
E

|~q|2

(
|~k′|β cos2 θ + E ′ − m2

l

E ′
− 2β|~k′| cos2 θ

)
=

= 1− β cos θ + β
E|~k′|
|~q|2

sin2 θ

przy RT′ :

vT′ = −ωqk
′ +Q2E ′

EE ′|~q|
=
E + E ′

|~q|
(β cos θ − 1) +

m2
l

E ′|~q|
Znale¹li±my wszystkie wspóªczynniki. Otrzymane wyra»enia zgadzaj¡ si¦ z podanymi
w [8]. Mo»emy teraz za ich pomoc¡ zapisa¢ przekrój czynny:

d2σCC

dE ′d cos θ
= 2π

σ0

Ep
[vCCRCC + vCLRCL + vLLRLL + vTRT + χvT′RT′ ] . (4.8)
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4.3 Analiza numeryczna

Naszym celem jest ilo±ciowe zbadanie wkªadów od poszczególnych funkcji odpowiedzi
do ró»niczkowego przekroju czynnego. Skupimy si¦ na neutrinach mionowych, czyli
procesach νµn→ µ−p i ν̄µp→ µ+n. Najpierw rozwa»ymy rozpraszanie monoenergety-
cznego neutrina na spoczywaj¡cym nukleonie. Pó¹niej przejdziemy do wi¡zki neutrin, a
nast¦pnie do nukleonu w j¡drze, czyli z niezerowym p¦dem pocz¡tkowym (model gazu
Fermiego).

Parametryzacj¦ sªabych czynników postaci mo»na znale¹¢ m.in. w artykule [11].
Podane tam wzory, przepisane wedªug naszej konwencji, s¡ nast¦puj¡ce:

gv(q2) =
1− (1 + ξ)q2/4M2

N

1− q2/4M2
N

Gdipol(q
2),

gm(q2) =
ξ

1− q2/4M2
N

Gdipol(q
2),

gdzie Gdipol(q
2) = (1− q2/M2

V)−2. S¡ one zgodne ze zwi¡zkami (2.51) wyprowadzonymi
przez nas drog¡ teoretyczn¡. Czynniki pseudowektorowy (aksjalny) i pseudoskalarny
przewidywane przez tzw. hipotez¦ PCAC (partially conserved axial current):

ga(q2) =
gA

(1− q2/M2
A)

2 ,

gp(q2) =
4M2

N

m2
π − q2

ga(q2).

Warto±ci parametrów wyst¦puj¡cych w powy»szych wzorach:

• ξ = (µp − 1)− µn ' 3.706,

• MV ' 0.843 GeV,

• masa aksjalna MA ' 1.03 GeV,

• gA = ga(0) ' −1.26,

• MN = 1
2
(Mn +Mp) ' 0.93892 GeV,

• masa pionu naªadowanego mπ ' 0.13957 GeV.

Oprócz tego potrzebne nam b¦d¡ staªe: masa mionu mµ ' 0.1056584 GeV, staªa
Fermiego GF = GF/(~c)3 ' 1.1664 · 10−5 GeV−2, k¡t Cabibbo (czyli element Vud

macierzy CKM) cos θC ' 0.974. Funkcje odpowiedzi Rj wyra»aj¡ si¦ przez funkcje
struktury i maj¡ ten sam wymiar co one, czyli s¡ bezwymiarowe. Bezwymiarowe s¡
te» wspóªczynniki vj. Z analizy wymiarowej wyra»enia na przekrój czynny wynika,
»e musi by¢ ono dodatkowo pomno»one przez staª¡ konwersji (~c)2 maj¡c¡ wymiar
(powierzchnia)× (energia)2.
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Rysunek 4.2: Sªabe czynniki postaci. Wszystkie czynniki maj¡ sko«czon¡ warto±¢ dla
Q2 = 0.

4.4 Spoczywaj¡cy nukleon i monoenergetyczne neu-

trino

Tarcz¡ jest swobodny nukleon, wi¦cMT = MN. Otrzymany inkluzywny przekrój czynny
(4.8) zawiera wkªady od wszystkich kanaªów dla CC, w szczególno±ci od CCQE (νn→
l−p lub ν̄p→ l+n). Wkªad kwazielastyczny dany jest relacj¡W µν = 1

Ep′
Hµνδ(E ′+Ep′−

E −Ep), gdzie tensor Hµν odpowiada swobodnemu nukleonowi. Funkcje struktury dla
tensora Hµν

CC zde�niowane zostaªy w Dodatku B.2 i wynosz¡

w1 = −1

4

(
(gv + gm)2 + g2

a

)
Q2 −M2

Ng
2
a

w2 =
1

4
g2

mQ
2 +M2

N(g2
v + g2

a)

w3 = M2
Nga(gv + gm)

w4 =
1

16
(g2

m + g2
p)Q2 − 1

4
M2

N(g2
m + 2gvgm + 2gagp)

w5 =
1

4
g2

mQ
2 +M2

N(g2
v + g2

a) = w2

(je±li wiemy, »e wszystkie czynniki postaci s¡ rzeczywiste). Odpowiednie funkcje struk-
tury dla tensoraW µν

CC oznaczali±my przezW1, . . . , W5. Funkcje struktury s¡ wspóªczyn-
nikami przy liniowo niezale»nych wyrazach, z których zbudowane s¡ tensory, dlatego
relacj¦ mi¦dzy oboma tensorami mo»emy zapisa¢ na poziomie funkcji struktury:

Wi =
1

Ep′
wiδ(E

′ + Ep′ − E − Ep).

Mo»na pój±¢ o krok dalej i zauwa»y¢, »e funkcje odpowiedzi Rj (i przekrój czynny)
zale»¡ liniowo od funkcji struktury Wi. Powy»sz¡ relacj¦ zapiszemy wtedy jako
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Rysunek 4.3: Funkcje struktury dla rozpraszania kwazielastycznego.

Rj =
1

Ep′
R

(CCQE)
j δ(E ′ + Ep′ − E − Ep)

i zyskamy mo»liwo±¢ wyci¡gni¦cia wspóªczynnika 1/Ep′ i delty Diraca na zewn¡trz
caªego wyra»enia na przekrój czynny. Po wycaªkowaniu po energii leptonu naªad-
owanego otrzymamy

dσCCQE

d cos θµ
=

2πσ0

EpEp′
[vCCRCC + vCLRCL + vLLRLL + vTRT + χvT′RT′ ] ,

gdzie doszedª nam warunek zachowania energii E ′ = E + Ep − Ep′ , a za funkcje Wi

nale»y wstawi¢ dokªadnie wi (przy funkcjach odpowiedzi pomini¦to indeks �(CCQE)�).
Dla rozwa»anego procesu zachowanie energii da nam Ep′ = Eν + MN − Eµ, zatem en-
ergi¦ ko«cow¡ nukleonu b¦dziemy mogi wyrazi¢ przez wielko±ci ustalone lub mierzone w
eksperymencie. �eby dosta¢ ±cisªy wynik, nale»y uwzgl¦dni¢ czªon wynikaj¡cy z zami-
any argumentu delty Diraca. Sprowadza si¦ to do pomno»enia dσ

d cos θµ
przez REp′/MN,

gdzie czynnik odrzutu dla procesu kwazielastycznego wynosi

R =

[
1 +

Eν
MN

(
1− Eµ√

E2
µ −m2

µ

cos θµ

)]−1

. (4.9)

Po jawnym zapisaniu wspóªczynnika σ0 i staªej konwersji (~c)2 wzór na przekrój
czynny przyjmie posta¢

dσCCQE

d cos θµ
= (~c)2G

2
F cos2 θC

2π
R
Eµ
√
E2
µ −m2

µ

M2
N

×

× [vCCRCC + vCLRCL + vLLRLL + vTRT + χvT′RT′ ] (4.10)

(zale»no±¢ energii mionu Eµ od kosinusa i energii neutrina zostaªa podana ni»ej).
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�eby uªatwi¢ porównywanie wyników z danymi eksperymentalnymi, wyrazimy jeszcze
ró»niczkowy przekrój czynny jako pochodn¡ wzgl¦dem Q2 oraz wzgl¦dem Eµ. Musimy
w tym celu obliczy¢ jakobiany

J1 ≡
d cos θµ

dEµ
, J2 ≡

d cos θµ
dQ2

.

Korzystaj¡c mi¦dzy innymi z de�nicji przekazu p¦du i zasady zachowania energii mo»na
udowodni¢ nast¦puj¡ce równo±ci:

2E

(
E ′ −

√
E ′2 −m2

l cos θ

)
−m2

l = Q2 = 2MN(E − E ′),

prawdziwe dla ukªadu spoczynkowego nukleonu (laboratoryjny ukªad odniesienia �LAB�).
Z nich mo»na wyprowadzi¢ zwi¡zki pomi¦dzy zmiennymi {cos θµ, Q2, Eµ}:

cos θµ =
Eµ −

2MN (Eν−Eµ)+m2
µ

2Eν√
E2
µ −m2

µ

=
Eν − Q2

2MN
− Q2+m2

µ

2Eν√(
Eν − Q2

2MN

)2

−m2
µ

Q2 = 2MN(Eν − Eµ) =

(
Eν
MN

+ 1
)(

1− m2
µ

2E2
ν

)
− Eν

MN
cos2 θµ − cos θµ

√
∆

2
(

1
2Eν

+ 1
2MN

)2

− 1
2M2

N
cos2 θµ

Eµ = Eν −
Q2

2MN

=
MN +

m2
µ

2Eν
+

m2
µMN

2E2
ν

+
M2
N

Eν
+MN cos θµ

√
∆(

1 + MN

Eν

)2

− cos2 θµ

gdzie

∆ =

(
1−

m2
µ

2EνMN

)2

−
m2
µ

E2
ν

+
m2
µ

M2
N

(cos2 θµ − 1).

Jakobiany wynosz¡ zatem

J1 =
1 + MN

Eν
− Eµ

|~k′|
cos θµ

|~k′|
> 0,

J2 = −
1 + MN

Eν
− Eµ

|~k′|
cos θµ

2MN |~k′|
< 0.

Ich iloraz jest staªy i równy −2MN , poniewa» tyle wynosi pochodna
dQ2

dEµ
. Ró»niczkowe

przekroje czynne zapiszemy wtedy jako
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Rysunek 4.4: Wkªady do ró»niczkowego przekroju czynnego dσ
dQ2 . Ka»demu wykresowi

odpowiada inna energia neutrina (odpowiednio 500 MeV, 750 MeV, 1000 MeV, 2000
MeV).

dσ

dEµ
= |J1|

dσ

d cos θµ
,

dσ

dQ2
= |J2|

dσ

d cos θµ
.

Funkcja ró»niczkowego przekroju czynnego nie powinna wykracza¢ poza dozwolony
obszar zmiennych. Wiemy, »e w ukªadzie ±rodka masy (CMF) k¡t rozproszenia mionu
jest dowolny: (cos θµ)CM mo»e przyj¡¢ ka»d¡ warto±¢ z przedziaªu [−1, 1]. Zakres ten
mo»na przeliczy¢ na zakresy innych zmiennych. Wzory na zwi¡zki mi¦dzy zmiennymi
zawieraj¡ jednak parametr Eν zadany w ukªadzie LAB. Musimy wi¦c przej±¢ z k¡tem
rozproszenia od ukªadu CMF do LAB, zanim skorzystamy z tych wzorów.

W CMF k¡t mionu wzgl¦dem wektora p¦du neutrina przyjmuje warto±¢ od 0 do
180 stopni. Skoro CMF porusza si¦ wzgl¦dem LAB wzdªu» wektora p¦du neutrina,
to przeksztaªcenie Lorentza (pchni¦cie odpowiadaj¡ce przej±ciu CMF → LAB) nie
zmienia k¡ta w tych dwóch skrajnych przypadkach (tzn. kiedy kierunek mionu jest
równolegªy lub antyrównolegªy do kierunku neutrina). Zachodz¡ wi¦c równowa»no±ci
cos θµ = ±1⇔ (cos θµ)CM = ±1. Przeksztaªcenie Lorentza powoduje tylko zmian¦ kos-
inusa na wi¦kszy (lub k¡ta θµ na mniejszy) na przedziale otwartym (−1, 1). Je±li po-
traktujemy to przeksztaªcenie jako odwzorowanie ze zbioru warto±ci (cos θµ)CM w zbiór



52 ROZDZIA� 4. FUNKCJE ODPOWIEDZI

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

dσ
/d

Q
2  [1

0-3
8  c

m
2  / 

G
eV

2 ]

Q2 [GeV2]

Eν = 500 MeV
Eν = 750 MeV

Eν = 1000 MeV
Eν = 2000 MeV

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

dσ
/d

Q
2  [1

0-3
8  c

m
2  / 

G
eV

2 ]

Q2 [GeV2]

Eν = 500 MeV
Eν = 750 MeV

Eν = 1000 MeV
Eν = 2000 MeV
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dQ2 dla neutrina i dla antyneutrina.



4.5. SPOCZYWAJ�CY NUKLEON I WI�ZKA NEUTRIN 53

-1.6

-1.2

-0.8

-0.4

 0

 0.4

 0.8

 1.2

 1.6

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

(d
σ/

dc
os

θ µ
) j 

[1
0-3

8  c
m

2 ]

cos θµ

CC
CL
LL
T
T’

-1.6

-1.2

-0.8

-0.4

 0

 0.4

 0.8

 1.2

 1.6

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

(d
σ/

dc
os

θ µ
) j 

[1
0-3

8  c
m

2 ]

cos θµ

CC
CL
LL
T
T’

-1.6

-1.2

-0.8

-0.4

 0

 0.4

 0.8

 1.2

 1.6

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

(d
σ/

dc
os

θ µ
) j 

[1
0-3

8  c
m

2 ]

cos θµ

CC
CL
LL
T
T’

-1.6

-1.2

-0.8

-0.4

 0

 0.4

 0.8

 1.2

 1.6

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

(d
σ/

dc
os

θ µ
) j 

[1
0-3

8  c
m

2 ]
cos θµ

CC
CL
LL
T
T’

Rysunek 4.6: Wkªady do ró»niczkowego przekroju czynnego dσ
d cos θµ

. Ka»demu wykre-
sowi odpowiada inna energia neutrina.

warto±ci cos θµ
4, to korzystaj¡c z jego ci¡gªo±ci (i dwóch warunków opisanych powy»ej)

widzimy, »e kosinus w ukªadzie laboratoryjnym te» mo»e przyjmowa¢ dowoln¡ warto±¢
z przedziaªu [−1, 1] (ale jest ona na ogóª wi¦ksza ni» w ukªadzie ±rodka masy).

Kolejnym krokiem jest dobranie zakresów Q2
max i Eµmin z warunku, aby cos θµ nie byª

mniejszy od −1. Je±li Q2 = Q2
max, to równowa»nie Eµ = Eµmin. Konkretna warto±¢ tego

ograniczenia zale»y od Eν i mo»e by¢ obliczona ze wzoru na Q2(cos θµ) lub Eµ(cos θµ)
przez podstawienie cos θµ = −1. Podobnie, podstawiaj¡c cos θµ = 1 dostaniemy Q2

min ≈
0 (Q2 = 0 nie jest �zyczne) oraz Eµmax ≈ Eν .

Ró»niczkowe przekroje czynne wzgl¦dem trzech ró»nych zmiennych i dla czterech
wybranych warto±ci energii neutrina zostaªy przedstawione na rysunkach 4.4�4.9. Przekrój
czynny dla procesu ν̄µp → µ+n jest sum¡ wkªadów od wszystkich funkcji odpowiedzi,
a dla procesu νµn→ µ−p wkªad T' jest brany z przeciwnym znakiem.

4.5 Spoczywaj¡cy nukleon i wi¡zka neutrin

Dla swobodnego nukleonu i monoenergetycznego neutrina mieli±my odpowiednio±¢ 1:1
mi¦dzy energi¡ mionu Eµ a k¡tem rozproszenia cos θµ. Ró»niczkowy przekrój czynny byª
funkcj¡ jednej zmiennej. Dopiero w przypadku wi¡zki neutrin (o ró»nych energiach)

4Gdyby±my dysponowali odpowiednimi wzorami, mogliby±my wykona¢ to odwzorowanie w nast¦pu-
j¡cych krokach: (cos θµ)

CM → (Q2)CM = Q2 → cos θµ. Korzystamy tutaj z faktu, »e Q2 jest takie
samo w ka»dym ukªadzie odniesienia (niezmiennik).
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Rysunek 4.7: Ró»niczkowy przekrój czynny dσ
d cos θµ

dla neutrina i dla antyneutrina.
Funkcje maj¡ sko«czon¡ warto±¢ na caªym przedziale. Ograniczono skale do interesu-
j¡cych przedziaªów.
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Rysunek 4.8: Wkªady do ró»niczkowego przekroju czynnego dσ
dEµ

. Ka»demu wykresowi
odpowiada inna energia neutrina.

rozs¡dnie jest wprowadzi¢ �podwójny ró»niczkowy przekrój czynny� � wzgl¦dem obu
zmiennych kinematycznych, i przedstawi¢ go na wykresie w pªaszczy¹nie (Eµ, cos θµ)
albo (Tµ, cos θµ), gdzie Tµ ≡ Eµ − mµ jest energi¡ kinetyczn¡ mionu. Naszym celem
jest przedstawienie wkªadów od poszczególnych funkcji odpowiedzi i sprawdzenie, czy
istniej¡ na wykresach takie obszary, w których jedna funkcja dominuje nad innymi.

Analiz¦ przeprowadzimy dla dwóch wi¡zek (jedna dla neutrin, druga dla antyneu-
trin) u»ywanych w eksperymencie MiniBooNE. Dane o wi¡zkach znajduj¡ si¦ w [14].
Zaniedbamy przy tym wkªad od zanieczyszcze«. Widmo energii tych wi¡zek przed-
stawia rysunek 4.10.

Funkcje te potraktujemy jako rozkªad prawdopodobie«stwa tego, »e pojedyncza
cz¡stka ma energi¦ z przedziaªu [Eν , Eν + dEν). Unormujmy je jako f(Eν) ≡ 1

Φ
dΦ

dEν
,

gdzie caªkowity strumie« wynosi Φ =
´ (

dΦ
dEν

)
dEν . Wtedy przekrój czynny u±redniony

po wi¡zce b¦dzie mo»na wyrazi¢ wzorem

〈
dσCCQE

d cos θµ

〉
Eν

=

ˆ
f(Eν)

dσCCQE

d cos θµ
(Eν)dEν ,

przy czym ró»niczkowy przekrój dla ustalonej energii neutrina dany jest wzorem (4.10).
Implementacja numeryczna powy»szego wzoru polegaªa na próbkowaniu warto±ci Eν (z
odpowiednio du»¡ dokªadno±ci¡) oraz warto±ci cos θµ (z dokªadno±ci¡ d cos θµ = 0.05) i
obliczaniu
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Rysunek 4.9: Ró»niczkowy przekrój czynny dσ
dEµ

dla neutrina i dla antyneutrina.
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Rysunek 4.10: Wi¡zki neutrin i antyneutrin z eksperymentu MiniBooNE. Bezwzgl¦dne
warto±ci strumienia na jednostk¦ energii (o± pionowa) zale»¡ od konkretnego ekspery-
mentu.
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dσ(cos θµ, Eν) = f(Eν)
dσ

d cos θµ
(cos θµ, Eν)d cos θµdEν .

Jednocze±nie przechodzono do podwójnie ró»niczkowego przekroju d2σ(cos θµ, Tµ) przyp-
isuj¡c powy»szy wynik odpowiedniemu przedziaªowi energii mionu Tµ zadanej jednoz-
nacznie przez cos θµ i Eν . Przedziaªy energii miaªy szeroko±¢ dTµ = 0.05 GeV.

Wkªady od poszczególnych funkcji odpowiedzi do podwójnego ró»niczkowego przekroju
czynnego przedstawiono na rysunkach 4.11�4.18. Funkcje CL i T' s¡ ujemne w ka»dym
punkcie pªaszczyzny (cos θµ, Tµ), wi¦c zostaªy przedstawione z dodatkowym znakiem
minus. Pozostaªe trzy funkcje s¡ dodatnie.

�Obszar zabroniony� na pªaszczy¹nie wykresu odpowiada ujemnej energii neutrina/antyneutrina,
natomiast jego granica odpowiada sytuacji gdy Eν → ±∞. Byª on wyznaczany nu-
merycznie z warunku

Tµ +mµ − cos θµ

√
T 2
µ + 2mµTµ > MN. (4.11)

4.6 Gaz Fermiego

B¦dziemy teraz analizowa¢ rozpraszanie na j¡drze atomowym. Najprostszym mod-
elem j¡dra jest relatywistyczny gaz Fermiego. Przybli»enie to sprawdza si¦ do±¢ do-
brze w przypadku inkluzywnego rozpraszania leptonów o energii rz¦du 1 GeV. Analiz¦
przeprowadzimy dla tych samych wi¡zek neutrin i antyneutrin co poprzednio.

Dotychczas nie uwzgl¦dniali±my potencjaªów, ruchu Fermiego i zakazu Pauliego.
Gdy ustalali±my warto±ci cos θ i E ′, to ró»niczkowy przekrój czynny byª dokªadnie δ-
funkcj¡ energii neutrina E. W rzeczywisto±ci, kiedy rozpraszanie zachodzi na j¡drze, pik
ten ma sko«czon¡ szeroko±¢, gªównie ze wzgl¦du na ruch Fermiego. Pocz¡tkowe j¡dro
jako caªo±¢ spoczywa, ale dodatkowym stopniem swobody jest p¦d nukleonu. Mo»na
si¦ domy±la¢, »e wykresy uzyskane w poprzednim podrozdziale ulegn¡ dodatkowemu
�rozmyciu�. Skªadowe p¦du nukleonu zapiszemy jako

~p = |~p|(sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ).

Je±li ~q ‖ ẑ, to k¡t biegunowy ϑ jest jednocze±nie k¡tem mi¦dzy wektorami ~p i ~q. W
gazie Fermiego p¦dy s¡ rozªo»one izotropowo, dlatego rzut na kierunek przekazu p¦du
cosϑ ∈ [−1, 1] oraz k¡t azymutalny φ ∈ [0, 2π] b¦d¡ zmiennymi losowymi o rozkªadzie
równomiernym. W stanie podstawowym maksymalna warto±¢ moduªu p¦du to �p¦d
Fermiego� pF. Jest on staªy i wyznaczany dla danego j¡dra eksperymentalnie. Dla j¡der
o Z = N warto±¢ p¦du Fermiego jest taka sama dla wszystkich nukleonów. Rozpraszanie
zachodzi na j¡drze tlenu 16O, przyjmiemy wi¦c warto±¢ pF = 225 MeV.

Zakªada si¦, »e nukleony znajduj¡ si¦ w trójwymiarowej studni potencjaªu i nie
oddziaªuj¡ ze sob¡. Do wyci¡gni¦cia nukleonu z j¡dra potrzebna jest pewna praca.
Zastosujemy przybli»enie polegaj¡ce na pomniejszeniu energii pocz¡tkowego nukleonu
o jego energi¦ wi¡zania EB:

Ep =
√
M2

N + |~p|2 −→ Ẽp ≡ Ep − EB.
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Rysunek 4.11: Przekrój czynny dla wi¡zki neutrin i spoczywaj¡cego nukleonu.
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Rysunek 4.12: Przeskalowane wkªady dla wi¡zki neutrin i spoczywaj¡cego nukleonu.

Zwi¡zane nukleony nie s¡ wi¦c �na powªoce masy�. Spinor Diraca nukleonu pozostaw-
imy w niezmienionej formie. Przyjmiemy EB = 26 MeV. Warto zwróci¢ uwag¦, »e
EB �MN i ze wzgl¦du na przybli»ony charakter analizy efekt wi¡zania nie b¦dzie miaª
wi¦kszego wpªywu na wyniki.

Zw¦»enie tensorów w inkluzywnym przekroju czynnym liczymy od momentu, w
którym zaªo»yli±my, »e nukleon spoczywa. Otrzymamy teraz (por. wzór (3.17))

d2σCC

dTµd cos θµ
=

G2
F cos2 θC

4π

|~k′|
EνEp

LCC
µν W

µν
CC =

=
2πσ0

EνEµEp

[
−2W1kk

′ +W2

(
2

(pk)(pk′)

M2
N

− kk′
)

+

+
W4

M2
N

m2
µkk

′ − W5

M2
N

m2
µpk +

+ 2χ
W3

M2
N

(
(kk′ −m2

µ)pk + (kk′)(pk′)
)]
.

Funkcje odpowiedzi obliczone z tensora hadronowego (ze zmody�kowan¡ energi¡ p0 =
Ẽp) wynosz¡



60 ROZDZIA� 4. FUNKCJE ODPOWIEDZI

Rysunek 4.13: Warto±ci wzgl¦dne wkªadów dla wi¡zki neutrin i spoczywaj¡cego nuk-
leonu.
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Rysunek 4.14: Zsumowane 3 wkªady podªu»ne oraz 2 wkªady poprzeczne dla wi¡zki
neutrin i spoczywaj¡cego nukleonu.

Rysunek 4.15: Przekrój czynny dla wi¡zki antyneutrin i spoczywaj¡cego nukleonu.
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Rysunek 4.16: Przeskalowane wkªady dla wi¡zki antyneutrin i spoczywaj¡cego nuk-
leonu.

RCC = W1 +W2

Ẽ2
p

M2
N

+W4
ω2

M2
N

+W5
ωẼp
M2

N

RCL = 2W2
Ẽp|~p|
M2

N

cosϑ+ 2W4
ω|~q|
M2

N

+W5
Ẽp|~q|+ ω|~p| cosϑ

M2
N

RLL = −W1 +W2
|~p|2

M2
N

cos2 ϑ+W4
|~q|2

M2
N

+W5
|~q||~p|
M2

N

cosϑ

RT = −2W1 +W2
|~p|2

M2
N

sin2 ϑ

RT′ = 2W3
ω|~p| cosϑ− Ẽp|~q|

M2
N

Dla poruszaj¡cego si¦ nukleonu niezerowe s¡ te» nast¦puj¡ce wkªady:
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Rysunek 4.17: Warto±ci wzgl¦dne wkªadów dla wi¡zki antyneutrin i spoczywaj¡cego
nukleonu.

Rysunek 4.18: Zsumowane 3 wkªady podªu»ne oraz 2 wkªady poprzeczne dla wi¡zki
antyneutrin i spoczywaj¡cego nukleonu.
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W 0x +W x0 = 2W2
Ẽp|~p|
M2

N

sinϑ cosφ+W5
ω|~p|
M2

N

sinϑ cosφ,

W x3 +W 3x = 2W2
|~p|2

M2
N

cosϑ sinϑ cosφ+W5
|~q||~p|
M2

N

sinϑ cosφ,

i(W y3 −W 3y) = 2W3
ω|~p|
M2

N

sinϑ cosφ−W6
|~q||~p|
M2

N

sinϑ sinφ,

i(W 0y −W y0) = 2W3
|~q||~p|
M2

N

sinϑ cosφ+W6
ω|~p|
M2

N

sinϑ sinφ.

Nie s¡ one jednak niezale»nymi funkcjami odpowiedzi. Wyliczenie wspóªczynników kine-
matycznych przy poszczególnych funkcjach odpowiedzi wymaga odwrócenia powy»szej
zale»no±ci, tzn. rozwi¡zania tego ukªadu równa« wzgl¦dem funkcji struktury. Wspóªczyn-
niki, ze wzgl¦du na ich zªo»on¡ form¦, zostaªy podane w Dodatku C.

Oprócz u±redniania po energiach neutrin, b¦dziemy u±rednia¢ przekrój czynny po
�kuli Fermiego� K, czyli po mo»liwych warto±ciach p¦du nukleonu pocz¡tkowego:

〈S〉 =

´
K
S(~p)d3p´
K

d3p
=

´ pF
0

d|~p|
´ 2π

0
dφ
´ 1

−1
d cosϑ|~p|2S(|~p|, φ, cosϑ)
4
3
πp3

F

,

gdzie przez S oznaczyli±my podwójny ró»niczkowy przekrój czynny dla dowolnego
p¦du nukleonu ~p. Podobnie jak dla spoczywaj¡cego nukleonu, wyrazimy przekrój
czynny przez funkcje wi, które znamy. Posªu»ymy si¦ w tym celu zwi¡zkiem W µν =

1
Ep′
Hµνδ(Eµ + Ep′ − Eν − Ẽp). Mamy wi¦c

〈
d2σCC

dTµd cos θµ

〉
=

3G2
F cos2 θC

16π2p3
F

|~k′|
Eν

pFˆ

0

d|~p|
2πˆ

0

dφ

1ˆ

−1

d cosϑ

|~p|2 1

ẼpEp′
LCC
µν H

µν
CCδ(Eµ + Ep′ − Eν − Ẽp). (4.12)

Wyra»enie wewn¡trz delty Diraca potraktujemy jako funkcj¦ k¡ta ϑ:

δ (f(cosϑ)) = δ

(
Eµ +

√
M2

N + |~p+ ~q|2 − Eν − Ẽp
)

= δ

(
Eµ +

√
M2

N + |~p|2 + |~q|2 + 2|~p||~q| cosϑ− Eν − Ẽp
)

= δ
(
Eµ +

√
E2
p + |~q|2 + 2|~p||~q| cosϑ− Eν − Ẽp

)
=

δ (cosϑ− cosϑ0)∣∣∣∣ ∂f(cosϑ)
∂ cosϑ

∣∣∣
cosϑ=cosϑ0

∣∣∣∣ .
Miejsce zerowe funkcji f(cosϑ) wynosi
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Rysunek 4.19: Przekrój czynny dla wi¡zki neutrin i gazu Fermiego.
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Rysunek 4.20: Przeskalowane wkªady dla wi¡zki neutrin i gazu Fermiego.

cosϑ0 =
(Eν + Ẽp − Eµ)2 − E2

p − |~q|2

2|~p||~q|
, (4.13)

natomiast jej pochodna

∣∣∣∣∣ ∂f(cosϑ)

∂ cosϑ

∣∣∣∣
cosϑ=cosϑ0

∣∣∣∣∣ =
|~p||~q|√

E2
p + |~q|2 + 2|~p||~q| cosϑ

∣∣∣∣∣∣
cosϑ=cosϑ0

=
|~p||~q|

Eν + Ẽp − Eµ
=
|~p||~q|
Ep′

,

przy czym równo±¢ Ep′ = Ẽp+Eν−Eµ zachodzi dlatego, »e zakªadamy brak oddziaªywa«
mi¦dzy nukleonami w stanie ko«cowym. Mamy wi¦c

δ
(
Eµ + Ep′ − Eν − Ẽp

)
=

Ep′

|~p||~q|
δ (cosϑ− cosϑ0)

i mo»emy si¦ pozby¢ delty Diraca wykonuj¡c caªk¦ po cosϑ. Wówczas równanie (4.12)
przyjmie posta¢

〈
d2σCC

dTµd cos θµ

〉
=

3G2
F cos2 θC

16π2p3
F

|~k′|
Eν |~q|

pFˆ

0

d|~p|
2πˆ

0

dφ
|~p|
Ẽp
LCC
µν H

µν
CC,
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Rysunek 4.21: Warto±ci wzgl¦dne wkªadów dla wi¡zki neutrin i gazu Fermiego.



68 ROZDZIA� 4. FUNKCJE ODPOWIEDZI

Rysunek 4.22: Zsumowane 3 wkªady podªu»ne oraz 2 wkªady poprzeczne dla wi¡zki
neutrin i gazu Fermiego.

Rysunek 4.23: Przekrój czynny dla wi¡zki antyneutrin i gazu Fermiego.
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Rysunek 4.24: Przeskalowane wkªady dla wi¡zki antyneutrin i gazu Fermiego.

a cosϑ b¦dzie dany równaniem (4.13). Zmienne Tµ i cos θµ pozostaj¡ niezale»ne dla
ustalonej energii neutrina, co upraszcza obliczenia numeryczne. Wcze±niej, gdy nukleon
spoczywaª, byªo to niemo»liwe do uzyskania i odwoªywali±my si¦ do zwi¡zku mi¦dzy
obiema zmiennymi.

Potrzebne nam b¦d¡ iloczyny skalarne:

pk = ẼpEν − ~p · ~k,
pk′ = ẼpEµ − ~p · ~k′.

Je±li wektory ~k i ~k′ le»¡ w pªaszczy¹nie (x, z) (tak jak zakªadali±my poprzednio � Ry-
sunek 4.1), to

~k = |~k|
(

sin(~q,~k), 0, cos(~q,~k)
)
,

~k′ = ~k − ~q =
(
|~k| sin(~q,~k), 0, |~k| cos(~q,~k)− |~q|

)
oraz

~p · ~k = |~p|Eν
[
sinϑ cosφ sin(~q,~k) + cosϑ cos(~q,~k)

]
,

~p · ~k′ = |~p|
[
Eν sinϑ cosφ sin(~q,~k) + cosϑ

(
Eν cos(~q,~k)− |~q|

)]
.
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Rysunek 4.25: Warto±ci wzgl¦dne wkªadów dla wi¡zki antyneutrin i gazu Fermiego.

Rysunek 4.26: Zsumowane 3 wkªady podªu»ne oraz 2 wkªady poprzeczne dla wi¡zki
antyneutrin i gazu Fermiego.
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Kosinus i sinus k¡ta mi¦dzy przekazem p¦du a p¦dem neutrina wynosz¡5

cos(~q,~k) =
(~k − ~k′) · ~k
|~q||~k|

=
Eν − |~k′| cos θµ

|~q|
,

sin(~q,~k) ∼=
√

1− cos2(~q,~k) =
|~k′|
|~q|
√

1− cos2 θµ ∼=
|~k′|
|~q|

sin θµ.

Iloczyny skalarne wynios¡ zatem

pk = ẼpEν − Eν |~k′|
|~p|
|~q|

[
sinϑ cosφ sin θµ + cosϑ

(
Eν

|~k′|
− cos θµ

)]
,

pk′ = ẼpEµ − Eν |~k′|
|~p|
|~q|

[
sinϑ cosφ sin θµ + cosϑ

(
cos θµ −

|~k′|
Eν

)]
.

Zale»no±¢ od φ w funkcjach odpowiedzi nie wyst¦puje, a we wspóªczynnikach kine-
matycznych pojawia si¦ tylko w niewielu miejscach. Mo»na jeszcze wykona¢ caªkowanie
(u±rednianie) po tym k¡cie w sposób ±cisªy. Wystarczy u»y¢ równo±ci 〈cosφ〉φ = 0 i

〈cos2 φ〉φ = 1
2
, gdzie 〈. . .〉φ ≡

1
2π

´ 2π

0
. . . dφ. W ten sposób dostaniemy nast¦puj¡ce

wyrazy:

〈pk〉φ = ẼpEν − Eν |~p| cosϑ
Eν − |~k′| cos θµ

|~q|
,

〈pk′〉φ = ẼpEµ − |~k′||~p| cosϑ
Eν cos θµ − |~k′|

|~q|
,

〈(pk)(pk′)〉φ = 〈pk〉φ 〈pk
′〉φ +

1

2

(
Eν |~k′|

|~p|
|~q|

sinϑ sin θµ

)2

.

Caªkowanie po module p¦du zostanie ju» wykonane numerycznie.
Wyniki zostaªy przedstawione na rysunkach 4.19�4.26. Wyst¦powanie niezerowego

p¦du nukleonu |~p| w pewnym stopniu zaw¦»a kinematycznie zabroniony obszar. Warunek
ma teraz posta¢ (por. wzór (4.11))

Tµ +mµ − cos θµ

√
T 2
µ + 2mµTµ > max

|~p|,cosϑ
[Ep − |~p| cosϑ] = EF + pF,

gdzie EF ≡
√
M2

N + p2
F.

5Na ogóª posªugiwanie si¦ relacj¡ sinα =
√
1− cos2 α wymaga ustalenia wªa±ciwego znaku pier-

wiastka. Jednak w naszym przypadku nie b¦dzie to konieczne, bo wszystkie funkcje sinus wyst¦puj¡
razem ze zmienn¡ cosφ, która daje tyle samo wkªadów dodatnich, co ujemnych.
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Rozdziaª 5

Wnioski

Gªówn¡ obserwacj¡ jest to, »e funkcje CL i LL s¡ zaniedbywalnie maªe w porównaniu
z pozostaªymi wkªadami. Najwi¦kszy wpªyw na ksztaªt ró»niczkowego przekroju czyn-
nego maj¡ funkcje poprzeczne T i T', zwªaszcza dla niezbyt niskich warto±ci Q2. Dla
antyneutrin (poza obszarem niskich przekazów p¦du) te dwa wkªady prawie znosz¡ si¦
wzajemnie.

Polaryzacje podªu»ne, zarówno vLLRLL jak i suma vCCRCC + vCLRCL + vLLRLL,
dominuj¡ dla maªych energii mionu i maªych k¡tów rozproszenia θµ. Jednak ten obszar
odpowiada bardzo niskim energiom neutrina. Nale»y mie¢ na uwadze, »e wi¦kszo±¢
neutrin produkowanych do celów do±wiadczalnych (równie» w analizowanych przez nas
wi¡zkach) ma energi¦ mniejsz¡ ni» 1 GeV. Sprawia to, »e przybli»enie impulsowe nie
jest w peªni sªuszne � efekty j¡drowe staj¡ si¦ znacz¡ce. Ponadto, stosowany przez
nas efektywny opis rozpraszania nie uwzgl¦dnia zale»no±ci czynników postaci od energii
padaj¡cej cz¡stki.

W przypadku antyneutrin istnieje jeszcze jeden obszar dominacji odpowiedzi podªu»nych.
Na wykresach 4.26 znajduje si¦ on w okolicy Tµ ≈ 200 MeV i −0.55 . cos θµ . −0.25.
Dokªadniejsza analiza do±wiadczalna tego obszaru by¢ mo»e powie nam co± na temat
samych j¡drowych funkcji odpowiedzi. Trzeba jednak pami¦ta¢, »e na uzyskane wyniki
naªo»ona jest produkcja pionów, nie zawsze separowalna, oraz tzw. wzbudzenia 2p2h
(�2 cz¡stki-2 dziury�), te» trudne do odseparowania.
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Dodatek A

Konwencje

Stosujemy ukªad jednostek, w którym ~ = c = 1. Pozwala to m.in. wyra»a¢ mas¦ i p¦d
w tych samych jednostkach co energi¦ (wielokrotno±ci eV). Zawsze −e jest zracjonali-
zowanym ªadunkiem elektronu, tak »e staªa struktury subtelnej jest równa α = e2/4π '
1/137.

�aci«skie wska¹niki zwykle numeruj¡ trzy wspóªrz¦dne przestrzenne, najcz¦±ciej oz-
naczane jako 1, 2, 3. Greckie wska¹niki numeruj¡ cztery wspóªrz¦dne czasoprzestrzenne,
oznaczane 0, 1, 2, 3, gdzie x0 jest wspóªrz¦dn¡ czasow¡. Stosowana jest konwencja
sumowania wzgl¦dem powtarzaj¡cych si¦ wska¹ników.

Metryka czasoprzestrzeni (�tensor metryczny�) ηµν jest diagonalna, a jej elementy
to η00 = +1, η11 = η22 = η33 = −1. �Tensor Levi-Civity� εµναβ zde�niowany jest jako
wielko±¢ caªkowicie antysymetryczna z ε0123 = +1.

Czterowektory oznaczane s¡ literami k, p itd., a trójwektory ~k, ~p itd. Dªugo±ci
trójwektorów to |~k|, |~p| itd. Iloczyn czterowektorów oznaczany jest zwykle z pomini¦-
ciem wska¹ników, tzn. pk ≡ pµk

µ = p0k0 − ~p · ~k.
W caªej pracy u»ywan¡ reprezentacj¡ macierzy gamma jest reprezentacja Pauliego-

Diraca, w której te cztery macierze maj¡ posta¢

γ0 ≡
(

1 0
0 −1

)
, γk ≡

(
0 σk

−σk 0

)
; k = 1, 2, 3,

gdzie 1 i 0 to macierze 2 × 2, odpowiednio jednostkowa i zerowa, natomiast σk s¡
macierzami Pauliego:

σ1 ≡
(

0 1
1 0

)
, σ2 ≡

(
0 −i
i 0

)
, σ3 ≡

(
1 0
0 −1

)
.

Macierz γ5 zde�niowana jest nast¦puj¡co:

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 =

(
0 1
1 0

)
.

Speªnia ona zwi¡zek antyprzemienno±ci γ5γ
µ + γµγ5 = 0.

Na wszystkich diagramach Feynmana czas pªynie od doªu do góry.
Rozwi¡zania równania Diraca (iγµ∂µ−m)ψ = 0 dla cz¡stek swobodnych opisane s¡

spinorami
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ψscząstka(p, x) =
1

(2π)3/2

√
m

E
us(p)e−ipx,

ψsantycząstka(p, x) =
1

(2π)3/2

√
m

E
vs(p)eipx,

gdzie E =
√
m2 + |~p|2; m � masa cz¡stki. Dlatego elementy macierzowe pr¡dów b¦d¡

wyra»eniami typu

〈p′ |Jµ| p〉 =
1

(2π)3

√
mm′

EE ′
ū(p′)Γ µu(p),

gdzie czynniki 1
(2π)3/2

√
m
E
i 1

(2π)3/2

√
m′

E′ pochodz¡ z normalizacji fal pªaskich opisuj¡cych
cz¡stki. Bispinory u i v speªniaj¡

(pµγ
µ −m)u(~p) = 0, (pµγ

µ +m)v(~p) = 0

i maj¡ posta¢

u±(~p) =
N

E +m
(pµγ

µ +m)

[
φ±
0

]
= N

[
φ±

~σ·~p
E+m

φ±

]
,

v±(~p) =
N

E +m
(m− pµγµ)

[
0
χ±

]
= N

[
~σ·~p
E+m

χ±
χ±

]
,

gdzie N =
√

E+m
2m

oraz

φ+ =

(
1
0

)
, φ− =

(
0
1

)
; χ+ =

(
1
0

)
, χ− =

(
0
1

)
.

Nast¦puj¡ce to»samo±ci przydadz¡ nam si¦ do wyliczenia jawnych postaci tensorów
leptonowego i hadronowego:∑

s

usα(~p)ūsβ(~p) =
1

2m
(pµγ

µ +m)αβ (A.1)

dla cz¡stki, oraz ∑
s

vsα(~p)v̄sβ(~p) =
1

2m
(pµγ

µ −m)αβ (A.2)

dla antycz¡stki, przy czym s oznacza spin (sumowanie po dwóch mo»liwych orientac-
jach), a indeksy α i β oznaczaj¡ element macierzy.

�lady iloczynów macierzy γ wynosz¡ (wedªug Bjorkena, Drella [7])

Trγµγν = 4ηµν , (A.3)
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Trγµγνγτγδ = 4(ηµνητδ − ηµτηνδ + ηµδηντ ), (A.4)

Trγ5γ
µγνγργσ = 4iεµνρσ, (A.5)

Tr [nieparzysta liczba macierzy γ] = 0. (A.6)
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Dodatek B

Obliczenia pomocnicze

B.1 Rozpraszanie elektromagnetyczne

B.1.1 Tensor leptonowy

Podczas liczenia prawdopodobie«stwa przej±cia dla rozpraszania elektronu na dowolnej
tarczy hadronowej, wprowadzili±my tensor leptonowy

Lµν = m2
e

∑
spiny

(
ūs

′
(k′)γµu

s(k)
)(

ūs
′
(k′)γνu

s(k)
)∗
,

gdzie
∑

spiny ≡
1
2

∑
spiny oznacza u±rednianie po orientacjach spinu cz¡stek pocz¡tkowych

s i sumowanie po ko«cowych s′ (wi¡zka i tarcza s¡ niespolaryzowane). W dalszych
obliczeniach nie b¦dziemy pisa¢ indeksów spinowych. Korzystaj¡c z wªasno±ci (ū(p′)Γu(p))∗ =
ū(p)Γu(p′), gdzie Γ ≡ γ0Γ†γ0, mo»emy napisa¢

(ū(k′)γµu(k))
∗

= ū(k)γ0γ†µγ
0u(k′) = ū(k)γµγ

0γ0u(k′) = ū(k)γµu(k′).

Wprowadzimy teraz indeksy macierzowe i skorzystamy z to»samo±ci (A.1), dzi¦ki której
wykonamy sumowanie po spinach.

Lµν = m2
e

1

2

∑
spiny

ūα(k′)(γµ)αβuβ(k)ūρ(k)(γν)ρσuσ(k′)

= m2
e

1

2
(γµ)αβ(γν)ρσ

1

2me

(kτγτ +me)βρ
1

2me

(k′δγδ +me)σα

=
1

8
Tr
[
γµ(kτγτ +me)γν(k

′δγδ +me)
]
.

Korzystaj¡c ze wzorów na ±lady macierzy γ na stronie 76 mamy

Lµν =
1

8
Tr
[
kτk′δγµγτγνγδ +mek

τγµγτγν +mek
′δγµγνγδ +m2

eγµγν
]

=
1

8

[
4kτk′δ(ηµτηνδ − ηµνητδ + ηµδητν) +m2

e4ηµν
]

=
1

2
(kµk

′
ν − ηµνkk′ + kνk

′
µ + ηµνm

2
e).
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�atwo sprawdzi¢, »e Lµνqµ = Lµνq
ν = 0, co jest skutkiem zachowania pr¡du elektro-

magnetycznego.
Interesuje nas rozpraszanie elektronów o energiach na tyle wysokich, »e m2

e � E2,
dlatego b¦dziemy pomija¢ mas¦ elektronu. Ostateczn¡ postaci¡ tensora leptonowego
b¦dzie wi¦c

Lel
µν =

1

2

(
kµk

′
ν + kνk

′
µ − ηµνkk′

)
. (B.1)

B.1.2 Tensor hadronowy

Rozpatruj¡c rozpraszanie elektronu na tarczy hadronowej wprowadzili±my tensor hadronowy.
Dla elastycznego rozpraszania na nukleonie swobodnym miaª on posta¢

Hµν = M2
∑

spiny

(
ūλ

′
(p′)Γµuλ(p)

)(
ūλ

′
(p′)Γνuλ(p)

)∗
,

gdzie przez λ i λ′ oznaczono orientacje spinów nukleonu. Operator elektromagnetyczny
Γ µ zawieraª dwa (nietrywialne) czynniki postaci:

〈p′ |Jµem| p〉 ∼ ū(p′)Γµu(p) = ū(p′)

[
F1γ

µ +
i

2M
F2σ

µνqν

]
u(p).

W rachunkach u»yjemy jednak innej, wygodniejszej postaci:

ū(p′)Γµu(p) = ū(p′)

[
(F1 + F2)γµ − (p+ p′)µ

2M
F2

]
u(p).

Równowa»no±¢ obu postaci mo»na pokaza¢ korzystaj¡c z rozkªadu Gordona (2.14)
(przy uwzgl¦dnieniu M ′ = M). Post¦puj¡c analogicznie jak w przypadku tensora lep-
tonowego, sumujemy po spinach i zapisujemy tensor w postaci ±ladu:

Hµν =
1

8
Tr [Γµ(pαγ

α +M)Γν(p′αγ
α +M)] .

Nast¦pnie podstawiamy wyra»enie na Γ µ i otrzymujemy

Hµν =
1

8
Tr
[
(F1 + F2)2γµ(pαγ

α +M)γν(p′αγ
α +M)+

+
(p+ p′)µ(p+ p′)ν

4M2
F 2

2 (pαγ
α +M)(p′αγ

α +M)−

− (F1 + F2)
(p+ p′)ν

2M
F2γ

µ(pαγ
α +M)(p′αγ

α +M)−

− (F1 + F2)
(p+ p′)µ

2M
F2(pαγ

α +M)γν(p′αγ
α +M)

]
.

Korzystaj¡c z to»samo±ci na stronie 76 liczymy ±lady poszczególnych wyrazów:
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Hµν =
1

2
(F1 + F2)2(pµp′ν − ηµνpp′ + pνp′µ + ηµνM2) +

+
1

8

(p+ p′)µ(p+ p′)ν

4M2
F 2

2 (4M2 + 4pp′)−

− 1

8
(F1 + F2)

(p+ p′)ν

2M
F2Tr [γµpαγ

αM + γµMp′αγ
α]−

− 1

8
(F1 + F2)

(p+ p′)µ

2M
F2Tr [pαγ

αγνM +Mγνp′αγ
α] .

Obliczmy ±lad z trzeciego wyrazu powy»szego wyra»enia:

Tr [γµpαγ
αM + γµMp′αγ

α] = 4pαMηµα + 4Mp′αη
µα = 4M(p+ p′)µ.

Jest on mno»ony przez (p + p′)ν . Natomiast ostatni wyraz w wyra»eniu na Hµν ró»ni
si¦ od trzeciego tylko zamian¡ indeksów (µ↔ ν), dlatego oba wyrazy s¡ równe i dadz¡
si¦ zapisa¢ jako jeden:

Hµν =
1

2
(F1 + F2)2(pµp′ν + pνp′µ − ηµνpp′ + ηµνM2) +

+
1

8
F 2

2 (p+ p′)µ(p+ p′)ν
(

1 +
pp′

M2

)
−

− 1

2
(F1 + F2)F2(p+ p′)µ(p+ p′)ν .

Po podstawieniu p′µ = pµ + qµ oraz p2 = M2 otrzymamy

Hµν =
1

2
(F1 + F2)2(2pµpν + pµqν + pνqµ − ηµνpq) +

+
1

8
F 2

2

(
2 +

pq

M2

)
(4pµpν + qµqν + 2pµqν + 2pνqµ)−

− 1

2
(F1 + F2)F2(4pµpν + qµqν + 2pµqν + 2pνqµ).

Powy»szy tensor mo»na te» zapisa¢ w postaci

Hµν
el =

1

4

(
ηµν − qµqν

q2

)
q2(F1 + F2)2 +

+

(
pµ +

1

2
qµ
)(

pν +
1

2
qν
)(

F 2
1 −

F 2
2

4M2
q2

)
.

Równo±¢ obu postaci mo»na pokaza¢ sprawdzaj¡c osobno wyrazy przy F 2
1 , przy F 2

2

i przy F1F2. Z powy»szego zapisu wida¢, »e qµHµν = qνH
µν = 0, mamy bowiem

qµ

(
ηµν − qµqν

q2

)
= qν − q2qν

q2
= 0 oraz

qµ

(
pµ +

1

2
qµ
)

= qp+
1

2
q2 = (p′ − p)p+

1

2
(p′ − p)2 = p′p−M2 +

1

2
(2M2 − 2p′p) = 0.
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B.1.3 Zw¦»enie tensorów

Interesuje nas zw¦»enie tensorów Lµν i Hµν . Wprowadzamy

Hµν
eff ≡ Hµν − czªony z qµ, qν ,

wtedy LµνH
µν = LµνH

µν
eff ze wzgl¦du na wªasno±¢ Lµνqµ = Lµνq

ν = 0. Tensor lep-
tonowy dany jest równaniem (B.1), natomiast zde�niowany przez nas efektywny tensor
hadronowy ma posta¢

Hµν
eff =

1

4
(F1 + F2)2ηµνq2 + pµpν

(
F 2

1 −
F 2

2

4M2
q2

)
.

Licz¡c zw¦»enie b¦dziemy zakªada¢, »e tarcza spoczywa: pµ = (M , ~0), i skorzystamy
ze zwi¡zków

q2 = (k − k′)2 = k2 + k′2 − 2kk′ ≈ −2kk′ ⇒ kk′ = −1

2
q2,

q2 = −2(EE ′ − ~k~k′) ≈ −2(EE ′ − EE ′ cos θ) = −4EE ′ sin2 θ

2
< 0,

pk = EM, pk′ = E ′M,

gdzie E, E ′ to energie elektronu, a θ to k¡t rozproszenia elektronu.

LµνH
µν = LµνH

µν
eff =

1

8
(F1 + F2)2q2(kk′ + kk′ − 4kk′) +

+
1

2

(
F 2

1 −
F 2

2

4M2
q2

)(
(pk)(pk′) + (pk′)(pk)− p2(kk′)

)
=

=
1

8
(F1 + F2)2q4 +

(
F 2

1 −
F 2

2

4M2
q2

)(
(pk)(pk′) +

1

4
M2q2

)
=

=
q4

8
(F1 + F2)2 +

(
F 2

1 −
F 2

2

4M2
q2

)
M2

(
EE ′ +

q2

4

)
Wyci¡gaj¡c przed nawias czynnik M2EE ′ otrzymujemy ostatecznie

Lel
µνH

µν
el = M2EE ′

{(
F 2

1 −
F 2

2

4M2
q2

)(
1− sin2 θ

2

)
− (F1 + F2)2 q2

2M2
sin2 θ

2

}
. (B.2)

B.2 Oddziaªywanie sªabe

B.2.1 Tensor leptonowy

Licz¡c prawdopodobie«stwo przej±cia w oddziaªywaniu sªabym typu charged current,
wprowadzili±my tensor leptonowy:
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LCC
µν = mνml

∑
λ,λ′

(
ūλ

′

l (k′)γµ(1− γ5)uλν(k)
)(

ūλ
′

l (k′)γν(1− γ5)uλν(k)
)∗
. (B.3)

Wprowadzili±my indeksy λ, λ′ oznaczaj¡ce spiny neutrina i leptonu naªadowanego. Ko-
rzystaj¡c z (γ0)2 = 1 i faktu, »e transpozycja dowolnej liczby jest równa tej liczbie,
mo»emy pozby¢ si¦ sprz¦»enia zespolonego w ostatnim czynniku:

(ūlγν(1− γ5)uν)
∗ =

(
u†lγ0γν(1− γ5)γ0γ0uν

)∗
=

=
(
u†lγ0γν(1− γ5)γ0γ0uν

)†
=

= (γ0uν)
† (γ0γν(1− γ5)γ0)† ul.

Macierze γ0, γ5 s¡ hermitowskie oraz γ0γν = γ†νγ0:

(γ0γν(1− γ5)γ0)† = γ†0(1− γ5)†γ†νγ
†
0 = γ0(1− γ5)γ†νγ0 = γ0(1− γ5)γ0γν = γν(1− γ5),

gdzie w ostatnim kroku skorzystali±my z antyprzemienno±ci macierzy γ o ró»nych in-
deksach. Mamy wi¦c (ūlγν(1− γ5)uν)

∗ = ūνγν(1− γ5)ul i tensor leptonowy zapiszemy
jako

Lµν = mνml

∑
λ,λ′

ūλ
′

l (k′)α (γµ(1− γ5))αβ u
λ
ν(k)βū

λ
ν(k)γ (γν(1− γ5))γδ u

λ′

l (k′)δ,

przy czym wprowadzili±my jawny zapis wska¹ników macierzowych (z sumowaniem).
Mo»emy teraz przerzuci¢ czynnik ūλ

′

l (k′)α na koniec oraz skorzysta¢ z to»samo±ci (A.1)
wykonuj¡c sum¦ po spinach obu cz¡stek. Dostaniemy

Lµν = mνml
1

2mν

1

2ml

(γµ(1− γ5))αβ (kργ
ρ +mν)βγ (γν(1− γ5))γδ (k′σγ

σ +ml)δα

=
1

4
Tr [γµ(1− γ5) (kργ

ρ +mν) γν(1− γ5) (k′σγ
σ +ml)] .

�lad nieparzystej liczby macierzy γµ jest równy zero, wi¦c pod ±ladem zostan¡ tylko
nast¦puj¡ce wyrazy (γ5 ma parzyst¡ liczb¦ macierzy γµ):

Lµν =
1

4
Tr [γµ(1− γ5)kργ

ργν(1− γ5)k′σγ
σ +mνmlγµ(1− γ5)γν(1− γ5)]

=
1

4
Tr
[
γµkργ

ργν(1− γ5)2k′σγ
σ +mνmlγµγν(1 + γ5)(1− γ5)

]
.

Obliczmy teraz
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(1− γ5)2 = 12 + (γ5)2 − γ5 − γ5 = 2(1− γ5),

(1 + γ5)(1− γ5) = 12 − (γ5)2 − γ5 + γ5 = 1− 1 = 0.

Zatem pod ±ladem zostaje tylko pierwszy czªon:

Lµν =
1

2
kρk

′
σTr [γµγ

ργν(1− γ5)γσ]

=
1

2
kρk′σTr [γµγργνγσ] +

1

2
kρk′σTr [γµγργνγσγ5] .

Oba ±lady liczymy z to»samo±ci podanych na stronie 76:

Lµν = 2kρk′σ(ηµρηνσ − ηµνηρσ + ηµσηρν) + 2ikρk′σεµρνσ

= 2(kµk
′
ν − ηµνkk′ + kνk

′
µ + iεµρνσk

ρk′σ).

Po uporz¡dkowaniu indeksów w epsilonie otrzymujemy

LCC
µν = 2(kµk

′
ν + kνk

′
µ − ηµνkk′ − iεµνρσk

ρk′σ). (B.4)

Widzimy, »e w tym tensorze oprócz cz¦±ci symetrycznej wyst¦puje cz¦±¢ antysymetryczna,
czego nie byªo w odpowiednim tensorze dla pr¡du elektromagnetycznego.

Mo»na tensor Lµν wyrazi¢ przez skªadowe czterop¦du neutrina k i przekazu czterop¦du
q = k − k′:

m2
ν � m2

l ⇒ −kk′ ≈
1

2
m2
ν − kk′ =

1

2
(k2 − 2kk′ + k′2 − k′2) =

1

2
(q2 −m2

l )

W ten sposób dostaniemy

LCC
µν = 2(kµkν − kµqν + kνkµ − kνqµ − ηµνkk′ − iεµνρσk

ρkσ + iεµνρσk
ρqσ)

= 2

(
2kµkν − (kµqν + kνqµ) +

1

2
ηµν(q

2 −m2
l ) + iεµνρσk

ρqσ
)
. (B.5)

B.2.2 Tensor hadronowy

Masy protonu i neutronu ró»ni¡ si¦ nieznacznie, wi¦c iloczynMM ′ b¦dziemy przybli»a¢
przez M2

N, gdzie MN = 1
2
(M + M ′) to ±rednia masa nukleonu. Zatem, wychodz¡c od

de�nicji tensora Hµν dla oddziaªywania typu CC mamy

Hµν
CC = M2

N

∑
s,s′

(
ūs

′

p (p′)Γ µusn(p)
)(

ūs
′

p (p′)Γ νusn(p)
)∗
.

s, s′ oznaczaj¡ spiny neutronu i protonu.
Peªna posta¢ operatora przej±cia neutronu w proton to
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Γ µ = gvγ
µ + i

gm

2MN

σµνqν + gaγ
µγ5 +

gp

2MN

qµγ5,

gdzie gv, gm, ga, gp s¡ funkcjami q2. Podobnie jak to robili±my w przypadku operatora
elektromagnetycznego, znajdziemy teraz równowa»n¡, ale wygodniejsz¡ w rachunkach
posta¢ operatora Γ µ, korzystaj¡c z rozkªadu Gordona. Równanie (2.14) zapiszemy dla
M ≈M ′ ≈MN i p′ − p = q jako

ū(p′)[2MNγ
µ − (p+ p′)µ]u(p) = ū(p′)[iσµνqν ]u(p).

Mo»emy wi¦c w operatorze Γ µ zast¡pi¢ iσµνqν przez 2MNγ
µ − (p + p′)µ. Otrzymamy

w ten sposób wyra»enie nie zawieraj¡ce macierzy σµν :

Γ µ = (gv + gm)γµ − gm

2MN

(p+ p′)µ + gaγ
µγ5 +

gp

2MN

qµγ5.

Obliczmy sprz¦»enie zespolone w wyra»eniu na tensor hadronowy:

(ūpΓ
νun)∗ = (ūpΓ

νun)† = u†nΓ
ν†γ†0up =

= u†nγ0γ0Γ
ν†γ0up = ūnΓ νup,

gdzie Γ ν ≡ γ0Γ
ν†γ0. Wprowad¹my do wyra»enia na tensor hadronowy jawne wska¹niki

macierzowe i wysumujmy po spinach korzystaj¡c z to»samo±ci (A.1):

Hµν = M2
N

1

2

∑
s,s′

ūs
′

p (p′)α (Γ µ)αβ u
s
n(p)βū

s
n(p)γ

(
Γ ν
)
γδ
us

′

p (p′)δ

= M2
N

1

2

1

2MN

1

2MN

(Γ µ)αβ (pργ
ρ +MN)βγ

(
Γ ν
)
γδ

(p′σγ
σ +MN)δα

=
1

8
Tr
[
Γ µ(pργ

ρ +MN)Γ ν(p′σγ
σ +MN)

]
.

Musimy obliczy¢ sprz¦»enie dirakowskie operatora Γ ν . Zacznijmy od sprz¦»enia hermi-
towskiego:

Γ ν† = γν†(gv + gm)∗ − (p+ p′)ν
g∗m

2MN

+ γ†5γ
ν†g∗a + γ†5q

ν
g∗p

2MN

= γ0γ
νγ0(gv + gm)∗ − (p+ p′)ν

g∗m
2MN

+ γ5γ0γ
νγ0g

∗
a + γ5q

ν
g∗p

2MN

.

W trzecim wyrazie mo»emy przekomutowa¢ macierz γ5 dwa razy w praw¡ stron¦ i
zapisa¢ go jako γ0γ

νγ5γ0g
∗
a. Nast¦pnie mno»ymy caªe wyra»enie obustronnie przez γ0:

Γ ν = γ0Γ
ν†γ0 = γν(gv + gm)∗ − γ0γ0(p+ p′)ν

g∗m
2MN

+ γνγ5g
∗
a + γ0γ5γ0q

ν
g∗p

2MN

= γν ((gv + gm)∗ + γ5g
∗
a)− γ5q

ν
g∗p

2MN

− (p+ p′)ν
g∗m

2MN

.
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Dla uproszczenia wzorów oznaczmy

(gv + gm) + γ5ga ≡ a , γ5q
µgp − (p+ p′)µgm ≡ bµ,

(gv + gm)∗ + γ5g
∗
a ≡ c , γ5q

νg∗p + (p+ p′)νg∗m ≡ dν .

Wtedy

Γ µ = γµa+
1

2MN

bµ,

Γ ν = γνc− 1

2MN

dν

oraz

Hµν =
1

8
Tr

[(
γµa+

1

2MN

bµ
)

(pργ
ρ +MN)

(
γνc− 1

2MN

dν
)

(p′σγ
σ +MN)

]
.

Przejd¹my teraz do wyliczenia ±ladu w wyra»eniu na tensor Hµν . Wymna»aj¡c
wszystko w powy»szym wzorze dostaliby±my sum¦ 16 wyrazów. Wiemy, »e wszystkie
wyrazy w a, bµ, c, dν skªadaj¡ si¦ z parzystej liczby macierzy γµ (γν). Widzimy zatem,
»e w ka»dym z okr¡gªych nawiasów jeden wyraz skªada si¦ z nieparzystej liczby macierzy
γ, a drugi wyraz � z parzystej. Dlatego, po wymno»eniu, osiem wyrazów b¦dzie miaªo
nieparzyst¡ liczb¦ macierzy γ i nie dadz¡ one wkªadu do ±ladu. Od razu je pominiemy
i napiszemy tylko pozostaªych osiem wyrazów z parzyst¡ liczb¡ macierzy γ:

Hµν =
1

8
Tr

[
γµapργ

ργνcp′σγ
σ − γµapργρ

1

2MN

dνMN +

+ γµaMNγ
νcMN − γµaMN

1

2MN

dνp′σγ
σ +

+
1

2MN

bµpργ
ργνcMN −

1

2MN

bµpργ
ρ 1

2MN

dνp′σγ
σ +

+
1

2MN

bµMNγ
νcp′σγ

σ − 1

2MN

bµMN
1

2MN

dνMN

]
=

=
1

8

{
pρp
′
σTrγ

µaγργνcγσ − 1

2
pρTrγ

µaγρdν +

+ M2
NTrγ

µaγνc− 1

2
p′σTrγ

µadνγσ +

+
1

2
pρTrb

µγργνc− 1

4M2
N

pρp
′
σTrb

µγρdνγσ +

+
1

2
p′σTrb

µγνcγσ − 1

4
Trbµdν

}
.

Wyliczmy poszczególne ±lady:
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Trbµdν = Tr
[
(γ5)2qµqνgpg

∗
p − (p+ p′)µ(p+ p′)νgmg

∗
m +

+ γ5

(
qµgp(p+ p′)νg∗m − (p+ p′)µgmq

νg∗p
)]

=

= 4
(
qµqν |gp|2 − (p+ p′)µ(p+ p′)ν |gm|2

)
,

gdzie skorzystali±my z faktu, »e macierz γ5 jest bez±ladowa. Zanim policzymy kolejne
±lady zauwa»my, »e wyrazy typu γµγνγ5 s¡ bez±ladowe. Jest tak dlatego, »e dla µ = ν
zachodzi Trγµγνγ5 = ηµµTrγ5 = 0, a dla µ 6= ν mo»na takie wyra»enie zredukowa¢ do
iloczynu dwóch macierzy: iγργσ, gdzie ρ 6= σ, i zachodzi wtedy Trγργσ = 4ηρσ = 0.
Mamy wi¦c

Trγµaγρdν = Tr
[
γµ(gv + gm)γργ5q

νg∗p + γµ(gv + gm)γρ(p+ p′)νg∗m +

+ γµγ5gaγ
ργ5q

νg∗p + γµγ5gaγ
ρ(p+ p′)νg∗m

]
=

= (gv + gm)(p+ p′)νg∗mTrγ
µγρ + gag

∗
pq
νTrγµγ5γ

ργ5 =

= 4(gv + gm)g∗m(p+ p′)νηµρ − 4gag
∗
pq
νηµρ,

Trγµaγνc = Tr [γµ(gv + gm)γν(gv + gm)∗ + γµ(gv + gm)γνγ5g
∗
a +

+ γµγ5gaγ
ν(gv + gm)∗ + γµγ5gaγ

νγ5g
∗
a] =

= (gv + gm)(gv + gm)∗Trγµγν + gag
∗
aTrγ

µγ5γ
νγ5 =

= 4 |gv + gm|2 ηµν − 4 |ga|2 ηµν ,

Trγµadνγσ = Tr
[
γµ(gv + gm)γ5q

νg∗pγ
σ + γµ(gv + gm)(p+ p′)νg∗mγ

σ +

+ γµγ5gaγ5q
νg∗pγ

σ + γµγ5ga(p+ p′)νg∗mγ
σ
]

=

= (gv + gm)(p+ p′)νg∗mTrγ
µγσ + gag

∗
pq
νTrγµγ5γ5γ

σ =

= 4(gv + gm)g∗m(p+ p′)νηµσ + 4gag
∗
pq
νηµσ,

Trbµγργνc = Tr [γ5q
µgpγ

ργν(gv + gm)∗ + γ5q
µgpγ

ργνγ5g
∗
a −

− (p+ p′)µgmγ
ργν(gv + gm)∗ − (p+ p′)µgmγ

ργνγ5g
∗
a] =

= gpg
∗
aq
µTrγ5γ

ργνγ5 − (p+ p′)µgm(gv + gm)∗Trγργν =

= 4gpg
∗
aq
µηρν − 4gm(gv + gm)∗(p+ p′)µηρν ,

Trbµγρdνγσ = Tr
[
γ5q

µgpγ
ργ5q

νg∗pγ
σ + γ5q

µgpγ
ρ(p+ p′)νg∗mγ

σ −
− (p+ p′)µgmγ

ργ5q
νg∗pγ

σ − (p+ p′)µgmγ
ρ(p+ p′)νg∗mγ

σ
]

=

= gpg
∗
pq
µqνTrγ5γ

ργ5γ
σ − (p+ p′)µ(p+ p′)νgmg

∗
mTrγ

ργσ =

= −4 |gp|2 qµqνηρσ − 4 |gm|2 (p+ p′)µ(p+ p′)νηρσ,
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Trbµγνcγσ = Tr [γ5q
µgpγ

ν(gv + gm)∗γσ + γ5q
µgpγ

νγ5g
∗
aγ

σ −
− (p+ p′)µgmγ

ν(gv + gm)∗γσ − (p+ p′)µgmγ
νγ5g

∗
aγ

σ] =

= gpg
∗
aq
µTrγ5γ

νγ5γ
σ − (p+ p′)µgm(gv + gm)∗Trγνγσ =

= −4gpg
∗
aq
µηνσ − 4gm(gv + gm)∗(p+ p′)µηνσ.

Pozostaª nam jeszcze jeden ±lad do wyliczenia:

Trγµaγργνcγσ = Tr [γµ(gv + gm)γργν(gv + gm)∗γσ + γµ(gv + gm)γργνγ5g
∗
aγ

σ +

+ γµγ5gaγ
ργν(gv + gm)∗γσ + γµγ5gaγ

ργνγ5g
∗
aγ

σ] =

= 4 |gv + gm|2 (ηµρηνσ − ηµνηρσ + ηµσηρν)−
− 4i(gv + gm)g∗aε

µρνσ − 4iga(gv + gm)∗εµρνσ +

+ 4 |ga|2 (ηµρηνσ − ηµνηρσ + ηµσηρν) =

= 4
(
|gv + gm|2 + |ga|2

)
(ηµρηνσ − ηµνηρσ + ηµσηρν) +

+ 8iRe ((gv + gm)g∗a) εµνρσ.

Po podstawieniu wszystkich ±ladów do tensora hadronowego i wykonaniu pewnych
przeksztaªce« algebraicznych otrzymamy

Hµν
CC =

1

8

{
4 |gv + gm|2 ηµν(M2

N − pp′)− 4 |ga|2 ηµν(M2
N + pp′) −

− 2(p′ − p)µqνgag
∗
p − 2(p′ − p)νqµg∗agp +

+ |gm|2 (p+ p′)µ(p+ p′)ν
(

1 +
pp′

M2
N

)
− |gp|2 qµqν

(
1− pp′

M2
N

)
−

− 4Re ((gv + gm)g∗m) (p+ p′)µ(p+ p′)ν +

+ 4
(
|gv + gm|2 + |ga|2

)
(pµp′ν + pνp′µ) +

+ 8iRe ((gv + gm)g∗a) pρp
′
σε

µνρσ} .

Wstawmy p′ = p+ q oraz pp′ = M2
N − 1

2
q2, »eby pozby¢ si¦ p¦du protonu:

Hµν
CC =

1

8

{
2 |gv + gm|2 ηµνq2 − 2 |ga|2 ηµν(4M2

N − q2) −

− 2qµqνgag
∗
p − 2qµqνg∗agp +

+ |gm|2 (4pµpν + 2pµqν + 2pνqµ + qµqν)

(
2− q2

2M2
N

)
− |gp|2 qµqν

q2

2M2
N

−

− 4Re ((gv + gm)g∗m) (4pµpν + 2pµqν + 2pνqµ + qµqν) +

+ 4
(
|gv + gm|2 + |ga|2

)
(2pµpν + pµqν + pνqµ) +

+ 8iRe ((gv + gm)g∗a) pρqσε
µνρσ} .

Znajd¹my teraz wspóªczynniki skalarne przy wyrazach tworz¡cych tensor:
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przy ηµν :

2 |gv + gm|2 q2 − 2 |ga|2 (4M2
N − q2) =

= 2 |gv|2 q2 + 2 |gm|2 q2 − 2 |ga|2 (4M2
N − q2) + 4Re(gvg

∗
m)q2 ≡ 8w1

przy pµpν :

4 |gm|2
(

2− q2

2M2
N

)
− 16Re(gvg

∗
m)− 16 |gm|2 + 8

(
|gv + gm|2 + |ga|2

)
=

= 8 |gv|2 − 8 |gm|2
q2

4M2
N

+ 8 |ga|2 ≡ 8
w2

M2
N

przy 1
2
(pµqν + qµpν) � jest taki sam jak przy pµpν :

8 |gv|2 − 8 |gm|2
q2

4M2
N

+ 8 |ga|2 ≡ 8
w5

M2
N

przy qµqν :

−2gag
∗
p − 2g∗agp + |gm|2

(
2− q2

2M2
N

)
− |gp|2

q2

2M2
N

− 4Re(gvg
∗
m)− 4 |gm|2 =

= −2 |gm|2
(

1 +
q2

4M2
N

)
− 2 |gp|2

q2

4M2
N

− 4Re(gvg
∗
m + gag

∗
p) ≡ 8

w4

M2
N

przy iεµνρσpρqσ:

8Re(gvg
∗
a + gmg

∗
a) ≡ 8

w3

M2
N

Tensor hadronowy zapiszemy teraz w postaci

Hµν
CC = w1η

µν +
w2

M2
N

pµpν +
w3

M2
N

iεµνρσpρqσ +
w4

M2
N

qµqν +
w5

M2
N

pµqν + qµpν

2
. (B.6)

Funkcje w1, ..., w5 to tak zwane funkcje struktury. Zale»¡ od kwadratu przekazu czterop¦du
zarówno bezpo±rednio, jak i po±rednio (przez czynniki postaci). Najogólniejsza posta¢
tensora hadronowego ma jeszcze jeden niezale»ny wyraz: i1

2
(pµqν−qµpν) (z odpowiada-

j¡c¡ mu szóst¡ funkcj¡ struktury), który, jak si¦ okazaªo w powy»szych rachunkach, nie
wyst¦puje w tensorze dla swobodnego nukleonu. Widzimy równie», »e funkcj¦ w5(q2)
da si¦ wyrazi¢ przez funkcj¦ w2(q2) � w naszej konwencji s¡ one dokªadnie sobie równe.
Tensor ten ma cz¦±¢ symetryczn¡ i antysymetryczn¡, w odró»nieniu od tensora dla
oddziaªywania elektromagnetycznego.



90 DODATEK B. OBLICZENIA POMOCNICZE

B.2.3 Zw¦»enie tensorów

Obliczymy teraz zw¦»enie tensora Lµν danego wzorem (B.5) z tensorem Hµν danym
wzorem (B.6). Oba tensory maj¡ cz¦±¢ symetryczn¡ i cz¦±¢ antysymetryczn¡. Za-
uwa»my, »e zw¦»enie tensora symetrycznego S...µν... z antysymetrycznym A...µν... jest
to»samo±ciowo równe zeru, bo∑

µ,ν

S...µν...A...µν... = −
∑
µ,ν

S...νµ...A...νµ... = −
∑
ν,µ

S...µν...A...µν....

Zatem wystarczy liczy¢ tylko zw¦»enia wyrazów symetrycznych z symetrycznymi i an-
tysymetrycznych z antysymetrycznymi:

LµνH
µν = Lsym

µν H
µν
sym + Lanty

µν Hµν
anty.

Obliczmy zw¦»enia poszczególnych wyrazów z tensora hadronowego:

ηµνLµν = 2
(
2k2 − 2kq + 2(q2 −m2

l )
)
≈ 2

(
−2kq + 2(q2 −m2

l )
)
,

pµpνLµν = 2

(
2(pk)2 − 2(pk)(pq) +

1

2
M2

N(q2 −m2
l )

)
,

1

2
(pµqν + qµpν)Lµν = 4(pk)(qk)− 2(pk)q2 − 2(pq)(kq) + pq(q2 −m2

l ),

qµqνLµν = 2

(
2(qk)2 − 2(qk)q2 +

1

2
q2(q2 −m2

l )

)
,

iεµνρσpρqσLµν = −2εµνρσpρqσεµνκλk
κqλ =

= −4(δρλδ
σ
κ − δρκδσλ)pρqσk

κqλ = 4
(
(pk)q2 − (pq)(qk)

)
.

Mas¦ neutrina zaniedbujemy w stosunku do masy leptonu: m2
ν � m2

l . Korzystaj¡c z
poni»szych zale»no±ci:

pq = p(p′ − p) = pp′ −M2
N = −1

2
(2M2

N − 2pp′) = −1

2
(p′ − p)2 = −1

2
q2

kq = k(k − k′) = m2
ν − kk′ =

1

2
(2m2

ν − 2kk′) =
1

2

(
(k − k′)2 −m2

l +m2
ν

)
≈ 1

2
(q2 −m2

l )

mo»na wyrazi¢ iloczyny pq i kq w zw¦»eniach przez q2. Otrzymujemy

ηµνLµν = 2(q2 −m2
l ),

pµpνLµν = 2

(
2(pk)2 + (pk)q2 +

1

2
M2

N(q2 −m2
l )

)
,

1

2
(pµqν + qµpν)Lµν = −2m2

l pk,

qµqνLµν = m2
l (m

2
l − q2),

iεµνρσpρqσLµν = 4

(
(pk)q2 +

1

4
q2(q2 −m2

l )

)
.
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Powy»sze wyra»enia, po pomno»eniu przez odpowiednie wspóªczynniki i wysumowaniu,
dadz¡ nam zw¦»enie caªego tensora hadronowego z leptonowym, które da si¦ zapisa¢
jako

LCC
µν H

µν
CC =

1

2
(q2 −m2

l )

(
w2

M2
N

(
2M2

N −
1

2
q2

)
+ 4w1 +

1

2
m2

l

(
w2

M2
N

− 4
w4

M2
N

))
+

+
w3

M2
N

q2(4pk + q2 −m2
l ) +

1

4

w2

M2
N

(4pk + q2 −m2
l )2.

Reakcja przebiega �w kanale t�, tzn. pomi¦dzy zderzaj¡cymi si¦ cz¡stkami wymieniana
jest cz¡stka wirtualna. W tej sytuacji zmienna Mandelstama t ≡ (p − p′)2 jest równa
q2. Je±li wprowadzimy pozostaªe zmienne Mandelstama

s ≡ (p+ k)2, u ≡ (p− k′)2,

to

s−u = p2 +k2 +2pk−p2−k′2 +2pk′ = m2
ν−m2

l +2pk+2p(k−q) = m2
ν−m2

l +4pk+q2.

Pomijaj¡c mas¦ neutrina mamy s− u = 4pk+ q2−m2
l i zw¦»enie mo»emy zapisa¢ jako

LCC
µν H

µν
CC = M4

NA(q2)−M2
NB(q2)(s− u) + C(q2)(s− u)2, (B.7)

gdzie

A(q2) ≡ q2 −m2
l

4M4
N

(
w2

(
4− q2

M2
N

)
+ 8w1 +

m2
l

M2
N

(w2 − 4w4)

)
,

B(q2) ≡ −w3
q2

M4
N

,

C(q2) ≡ w2

4M2
N

.

Znak minus przy B(q2) w równaniu (B.7) jest konwencj¡ stosowan¡ w �zyce neutrin.
Antyneutrinu odpowiadaªby plus � bierze si¦ to st¡d, »e antyneutrino opisywane jest
operatorem cz¡stki prawoskr¦tnej 1

2
(1+ γ5), zatem znak przy γ5 jest przeciwny ni» dla

neutrina. Mo»na pokaza¢, »e prowadzi to do zmiany znaku przy epsilonie w wyra»eniu
na tensor leptonowy i w nast¦pstwie do zmiany znaku przy wspóªczynniku w3 w zw¦»e-
niu tensorów. Dlatego de�niuj¡c dla antyneutrina B(q2) tak samo jak dla neutrina
musimy zmieni¢ znak minus na plus w równaniu (B.7).
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Dodatek C

Wspóªczynniki kinematyczne dla gazu

Fermiego

Rozkªad przekroju czynnego wzgl¦dem funkcji odpowiedzi (wzór (4.8)) wymaga znalezienia
wspóªczynników kinematycznych vj. Ukªad równa« napisany na stronie 59 rozwi¡zano
wzgl¦dem funkcji struktury metod¡ macierzy odwrotnej. Podstawienie rozwi¡za« do
zw¦»enia tensorów Lµν i W µν prowadzi do

vCC ≈ 2

EνEµM6
N detX

[
|~q|2v1

(
2(pk)(pk′)−M2

Nkk
′)

− 1

2
m2
µ|~p|2

(
Ep|~q|(1 + cos2 ϑ) + ω|~p|(1− 3 cos2 ϑ) cosϑ

)
kk′

− m2
µ|~q||~p|

(
ω|~p|(1− 3 cos2 ϑ) + 2Ep|~q| cosϑ

)
pk
]

vCL ≈ 2

EνEµM6
N detX

[
ω|~q|v1

(
M2

Nkk
′ − 2(pk)(pk′)

)
+ m2

µEp|~p|
(

1

2
ω|~p|(1− 3 cos2 ϑ) + Ep|~q| cosϑ

)
kk′

+ m2
µE

2
p |~q|2pk

]

vLL ≈ 2

EνEµM6
N detX

[
ω2v1

(
2(pk)(pk′)−M2

Nkk
′)

+ v1m
2
µEp(Epkk

′ + 2ωpk)
]

vT ≈ 2

EνEµM6
N detX

[
E2
p |~q|2(3ω|~p| cosϑ− Ep|~q|)kk′

+ v1

(
Q2(pk)(pk′)− 1

2
(M2

NQ
2 +m2

µE
2
p)kk

′
)

− m2
µEp(ωv1 + |~q|2|~p| cosϑ)pk

]
93



94 DODATEK C. WSPÓ�CZYNNIKI KINEMATYCZNE DLA GAZU FERMIEGO

vT′ =
(kk′ −m2

µ)pk + (kk′)(pk′)

EνEµv1

gdzie v1 ≡ ω|~p| cosϑ−Ep|~q|, natomiast detX jest wyznacznikiem macierzy wspóªczyn-
ników w ukªadzie równa«:

detX ≈
2E2

p |~q|2

M6
N

(3ω|~p| cosϑ− Ep|~q|).

Zastosowano przybli»enie polegaj¡ce na pomini¦ciu |~p|2 w stosunku do E2
p . Energi¦

wi¡zania mo»na uwzgl¦dni¢ przez zast¡pienie Ep −→ Ẽp = Ep − EB.



Bibliogra�a

[1] Kétévi Adiklè Assamagan, A precise determination of the pion beta-decay rate: De-

sign and calibration, pibeta.web.psi.ch/docs/publications/ketevi_diss/node9.html

[2] Donald H. Perkins, Wst¦p do �zyki wysokich energii, PWN, 2005

[3] Stephen Gasiorowicz, Elementary particle physics, Wiley, New York, 1966

[4] M.K. Sundaresan, Handbook of particle physics, CRC Press LLC, 2001

[5] E. Leader, E. Predazzi, An introduction to gauge theories and modern particle

physics, Volume 1, Cambridge University Press, 1996

[6] S.M. Bilen'kij, Lekcii po �zike nejtrinnyh i lepton-nuklonnyh processov, Moskwa,
1981

[7] J.D. Bjorken, S.D. Drell, Relatywistyczna teoria kwantów, PWN, Warszawa, 1985

[8] A.V. Butkevich, S.A. Kulagin, Quasi-elastic neutrino charged-current scattering

cross sections on oxygen, arXiv:0705.1051v2 [nucl-th]

[9] C.H. Llewellyn Smith, Neutrino reactions at accelerator energies, Stanford Univer-
sity, Stanford

[10] T.W. Donnelly, Neutrino-nucleus physics: overview

[11] H. Budd et al., Modeling Quasi-elastic Form Factors for Electron and Neutrino

Scattering, arXiv:hep-ex/0308005v2

[12] J.D. Walecka, Electron Scattering and Nuclear Structure, 1997

[13] Steven Weinberg, Teoria pól kwantowych, Tom 1 � Podstawy, PWN, Warszawa,
1999

[14] A.A. Aguilar-Arevalo et al. [MiniBooNE Collaboration], The Neutrino Flux Pre-

diction at MiniBooNE, Phys. Rev. D 79, 072002 (2009)

[15] www-boone.fnal.gov

[16] jnusrv01.kek.jp/public/t2k/index.html

[17] J.E. Amaro et al., Using electron scattering superscaling to predict charge-changing

neutrino cross sections in nuclei, Phys. Rev. C 71, 015501 (2005)

95


