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Wstep

Gdy w 1930 r. Wolfgang Pauli wprowadzil neutrino do wyjasnienia widma
elektronéw w rozpadzie (3, nie spodziewal sie, ze zostanie ono kiedykolwiek
zaobserwowane. Bezposredniego potwierdzenia istnienia tej czastki dokonali
F. Reines i C.L. Cowan Jr. w 1956 roku (wykrywajac antyneutrino). Wia-
domo byto, ze reakcje jadrowe w Stoncu produkuja neutrina, jednak pomiar
ich strumienia prowadzony w latach 1967-1995 przez zespo6t R. Daviesa Jr.
w kopalni w Homestake dostarczyt waznych danych: rejestrowana ilo$¢ cza-
stek byta okoto trzy razy mniejsza, niz przewidywana przez standardowy mo-
del Stonca autorstwa J.N. Bahcalla. Model ten znalazt potwierdzenia w ba-
daniach heliosejsmologicznych, jednak doswiadczenie Daviesa takze nie wy-
kazywato btedu. Te rozbieznos¢ nazwano ,,problemem neutrin stonecznych”.

W roku 1990 wraz z niezaleznym potwierdzeniem wynikéw z Homestake
w detektorze Kamiokande rozpoczat si¢ okres intensywnego rozwoju fizyki
neutrin. Eksperymenty galowe GALLEX i GNO w Gran Sasso oraz SAGE
w Baksanie daty podobne rezultaty. Rozstrzygniecie przyniosto doswiadcze-
nie w Sudbury Neutrino Observatory, ktére, dzieki mozliwosci niezaleznego
zliczania kazdego zapachu neutrin, pozwolito stwierdzi¢, ze catkowity stru-
mien neutrin zgadza sie z przewidywaniami standardowego modelu Stonca,
jednak w trakcie podrozy na Ziemie neutrina zmieniajg swoj zapach — maja
miejsce ,o0scylacje neutrin”. Taka mozliwo$é rozwazali juz w 1969 roku V. Gri-
bov i B. Pontecorvo, zas teori¢ oscylacji w materii, znana jako ,efekt MSW”,
rozwineli S.P. Mikheyev i A.Y. Smirnov (1985 r.) oraz L. Wolfenstein (1978 r.).
W kolejnych eksperymentach zaobserwowano oscylacje dla neutrin atmosfe-
rycznych (SuperKamiokande) i akceleratorowych (KamLAND).

Ze wzgledu na bardzo stabe oddzialywanie neutrina moga w przysztosci
sta¢ sie narzedziem do badania w wielu dziedzinach, np. w astrofizyce.

Jedynym sposobem obserwowania czastek obojetnych elektrycznie jest
detekcja ich zderzen z innymi czastkami, dlatego dla eksperymentow neutri-
nowych kluczowe znaczenie ma znajomosé¢ prawdopodobienstwa rozprasza-
nia. W tej pracy zajmiemy si¢ pewna klasa zderzen neutrin z nukleonami
i jadrami atomowymi, najistotniejsza w planowanych doswiadczeniach.



Rozdzial 1

Wprowadzenie

Najdoktadniejszy opis proceséw rozpraszania, jakim dysponujemy, dany jest
przez model standardowy. W jego obrebie neutrina uczestnicza jedynie w od-
dzialywaniach stabych. Oddzialywania stabe moga by¢ realizowane przez
prady neutralne, czyli wymiane neutralnych bozonéw Z°, lub przez prady
naladowane — wymiane bozonéw W=*. Zderzenia czysto leptonowe znane sg
doktadnie, dlatego zawezimy nasze rozwazania do procesow potleptonowych.
Przy takim rozpraszaniu przez prady neutralne w stanie poczatkowym i kon-
cowym obecne jest neutrino, a przy pradach natadowanych neutrino przecho-
dzi w odpowiadajacy mu zapachem natadowany lepton. W przeciwienstwie
do oddzialywan przez prady neutralne, przy oddziatywaniach przez prady
natadowane wystepuje energia progowa uktadu, ponizej ktorej zderzenia nie
wystepuja. Wiaze sie to z koniecznoscia wyprodukowania masywnego lep-
tonu, wiec jest szczegdlnie dobrze widoczne w przypadku neutrina taonowego.
Neutrina stoneczne maja niska energie (ponizej 20 MeV), zatem rozpraszanie
z udziatem bozonéw W* moze wystapié¢ dla stonecznych neutrin elektrono-
wych, ale nie dla powstajacych w wyniku oscylacji neutrin mionowych. Prady
natadowane sg istotne dla wszystkich neutrin atmosferycznych i wytwarza-
nych sztucznie w akceleratorach.

W niniejszej pracy bedziemy rozwazali zderzenia kwazielastyczne. Termin
ten tatwo jest zdefiniowac¢ w przypadku rozpraszania neutrina na swobodnym
nukleonie: to proces, w ktérego wyniku neutrino przeksztatca sie w lepton
natadowany, a nukleon zmienia stan tadunkowy i nie powstaja zadne do-
datkowe czastki, co przedstawia Rys. na str. [2l Ze wzgledu na zasady
zachowania protony moga zderzaé si¢ kwazielastycznie tylko z antyneutri-
nami, a neutrony — tylko z neutrinami. Analogiczna oddzialywanie przez
prady neutralne okredla sie mianem elastycznego, patrz Rys. (symbol
N oznacza nukleon). Dla rozpraszania na jadrze sytuacja sie komplikuje,
bo pojecie zderzenia kwazielastycznego jest stosowane do réznych procesow.
W érodowisku fizykéw zajmujacych sie oddziatywaniem elektronéw te nazwe
odnosi sie do przyblizenia prawie (kwazi-) swobodnych nukleonéw w jadrze,
a samo zderzenie z elektronami przebiega elastycznie. Podobny zakres ma
ten termin przy rozpraszaniu neutrin z wymiang bozonu Z°. W przypadku
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Rys. 1.1 Oddziatywania przez prady natadowane
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Rys. 1.2 Oddziatywania przez prady neutralne

kwazielastycznych zderzen neutrin z udziatem pradéw natadowanych sa to
oddzialywania z jadrami atomowymi, w ktérych elementarny proces prze-
biega tak, jak dla swobodnego nukleonu. My bedziemy uzywali pojecia od-
dzialywan kwazielastycznych wtasnie w ostatnim sensie. Wspolny mianownik
dla wszystkich definicji stanowi milczace zalozenie, ze przekaz pedu i ener-
gii jest na tyle maly, ze mozna nie uwzglednia¢ wewnetrznej budowy nukle-
onu. Przy niskich energiach oddzialujacego uktadu, kiedy przekazana energia
nie wystarcza do wyprodukowania rezonansu hadronowego, zderzenia kwazi-
elastyczne to jedyny mozliwy kanal; przy wyzszych to tylko jeden z wielu
realizowanych scenariuszy, wiec ze wzrostem energii staje sie on coraz mniej
ZNaczacy.

Zastanowmy sie nad mozliwoscig do$wiadczalnej weryfikacji obliczen do-
tyczacych rozpraszania wigzki neutrin. Aby zarejestrowac zajécie oddziatywa-
nia przez prady neutralne, konieczna jest obserwacja zmiany pedu lub ener-
gii pojedynczego nukleonu, co nastrecza powaznych trudnosci. Realizuje si¢ to
posrednio: przez stwierdzenie emisji kwantéw v, towarzyszacych wychwytowi
nukleonu wybitego z tarczy; taka metoda ma jednak niewielka czutos¢. Przy
rozpraszaniu z udzialem pradéw natadowanych sytuacja jest duzo tatwiej-
sza, bo wystarczy wykry¢ powstanie natadowanego leptonu, ktoérego droga
swobodna jest wieksza (nie dotyczy to taonu, ktory identyfikuje sie po pro-
duktach rozpadu). W tym celu mozna wykorzystaé fakt, ze kazda natadowana
czastka traci energie na jonizacje i wzbudzanie atomow osrodka, w ktérym
sie porusza, co ilosciowo okresla wzér Bethego—Blocha (patrz Sz. Szczeniow-
ski [1] str. 109 lub [2] str. 242). Jedli lepton przemieszcza sie w cieczy o od-
powiednio duzym wspoétczynniku zatamania, do jego detekcji moze postuzyé



promieniowanie Czerenkowa (por. Sz. Szczeniowski [I] § 19 lub [2] str. 242
i rozdz. 28). Detekcja oddziatywan przez wymiane bozonéw W+ obarczona
jest mniejszym btedem, wiec majg one wieksze znaczenie i w obliczeniach zaj-
miemy sie tylko nimi. Drugi wazny aspekt eksperymentéw to wyboér tarczy,
z ktérg maja zderza¢ sie neutrina. Prawdopodobienstwo oddziatywania jest
bardzo mate, wiec ilos¢ obserwowanych centrow rozpraszania, ktora zagwa-
rantuje znaczaca czestos¢ zderzen, musi by¢ ogromna. Ze wzgledow praktycz-
nych eksperymenty przeprowadza sie na jadrach atomowych, cho¢ od strony
teoretycznej zderzenia ze swobodnymi nukleonami sg prostsze. Modelowanie
oddzialywan z jadrami ma zatem szczegblne znaczenie, bo umozliwia kon-
takt miedzy fizyka teoretyczng a doswiadczalng. Skupimy sie na zderzeniach
z jadrami tlenu 160, jednak zastosowane w tej pracy podej$cie mozna wy-
korzysta¢ do dowolnego jadra atomowego, ktorego liczba neutronéw réwna
sie liczbie protondéw. Rozpraszanie na tlenie jest istotne dla neutrin atmosfe-
rycznych i wytworzonych sztucznie, gdy tarcze stanowi woda, jak na przyktad
w eksperymentach AMANDA (Antarctic Muon and Neutrino Detector Ar-
ray) i K2K (KEK to Kamioka).

Przekrdj czynny

Do opisu zderzen stosuje sie pojecie przekroju czynnego. Aby dobrze zrozu-
mie¢, co jest przez niego okreslane, przeanalizujemy rozpraszanie jednorodnej
wigzki czastek na makroskopowej tarczy. Najpierw rozwazmy, co dzieje sie
przy przejsciu przez cienka warstwe izotropowej materii o powierzchni S i in-
finitezymalnej grubosci dx, jak na Rys. na str. [dl Przejscie bez oddzialy-
wania to zdarzenie przeciwne do rozproszenia, wiec ich prawdopodobienstwa
sumuja sie do jedynki. Prawdopodobienstwo zderzenia jest proporcjonalne
do liczby centréw rozpraszania na jednostke powierzchni. Liczba centrow
w warstwie to iloczyn gestosci objeto$ciowej centrow n i objetodci warstwy
Séx. Zatem prawdopodobienstwo przejscia przez cienka warstwe pirans Mo-
zemy zapisaé
Ptrans = 1 - O'n(;l’,

wprowadzajac wspotczynnik proporcjonalnosci o, ktorym jest wlasnie prze-
kroj czynny. Teraz ztézmy razem N cienkich warstw, zeby otrzymac tarcze
o makroskopowych rozmiarach, patrz Rys. [[.4 Prawdopodobiefistwo przej-
Scia Pirans przez taki uktad jest iloczynem prawdopodobienstw przejscia przez
kazda warstwe:

Pirans = (1 — ondz)N.

Wyrazmy dx przez x, czyli catkowita grubosé N warstw:

Ptrans - (1 - Un%)N'



Rys. 1.3

Rys. 1.4



Skoro dx jest infinitezymalnie malte, a z to makroskopowe rozmiary tarczy,
wiec musi zachodzi¢ N — oo. Z definicji podstawy logarytmow naturalnych
mozemy zapisac

—onx

Ptrans =€

W oddziatywaniach stabych juz trzeci wyraz rozwiniecia w szereg jest zanie-
dbywalnie maty:
Pians =1 —onx.

Oznacza to, ze prawdopodobienstwo zderzenia wynosi
P =onx.

Czestos¢ zderzen, czyli tzw. szybkos$¢ przejscia, otrzymamy, gdy podzielimy
prawdopodobienstwo zderzenia przez czas przejscia czastki przez tarcze:

P x

— =on—.

T T
Horaz x /T to predkos¢ czastki wzgledem tarczy uy. Wprowadzajac strumien
centrOw rozpraszania ¢, = nie mozemy zapisac

P

T = O'Qbs.
Otrzymana zaleznos¢ pozwala okresli¢ przekrdj czynny jako szybkosé przej-
Scia na jednostke strumienia:

r
- Tos

W teorii pola rozproszenie opisuje sie jako przejscie uktadu od stanu po-
czatkowego U dla czasu t — —oo do stanu korficowego vy dla ¢ — +oo.
W stanie poczatkowym W czastki oddalone sa od siebie na tyle, ze nie
oddziatuja, do interakcji dochodzi w mikroskopowym obszarze, a produkty
zderzenia w stanie koncowym W7 dzieli ponownie makroskopowa odlegtosc,
ktoéra uniemozliwia oddziatywanie. Amplituda przejscia miedzy tymi stanami
zadaje elementy macierzy przejscia S:

o

Spi = (V7 [W]).

Przy niewielkim zasiegu oddziatywan, co zachodzi dla oddziatywan stabych,
mozna przyjac, ze w stanie poczatkowym czastki sg swobodne; jest to przy-
blizenie Borna. W macierzy S wyodre¢bnijmy czes¢ My; odpowiadajaca za
oddzialywania:

Spi=6(i — f) — 2mid* (p; — py) M i,
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pozostalyg czesé zapisalismy skrotowo delta Diraca; nalezy przez nig rozumieé
iloczyn delty Kroneckera dla kazdego dyskretnego stopnia swobody i delty
Diraca dla kazdego ciagtego stopnia swobody. Jesli stan koncowy jest rézny
od poczatkowego, to Sy; redukuje sie do

W tej pracy bedziemy rozpatrywali przypadki z dwiema czgstkami w stanie
poczatkowym, a wtedy prawdopodobienstwo przejscia wyraza sie wzorem

P = fapy Comp| S T

por. podrozdziat 3.4 podrecznika S. Weinberga [3]. Skoro zderzaja sie dwie
czastki, to gestosé jednej w potozeniu drugiej jest rowna odwrotnosci obje-
tosci laboratorium, wiec strumien czastek wynosi

§*(pi — pg)|Myil?,

Urel

¢s = ‘/iab’

zatem przekrdj czynny — szybkosé przejscia na jednostke strumienia — wy-
raza sie jako

om)4
o= [an, - pp) i (1.2
rel

Jest to funkcja stanu poczatkowego i koncowego. Jesli zsumuje sie po wszyst-
kich mozliwych stanach konicowych, to otrzyma sie wielko$é¢ zalezna tylko od
stanu poczatkowego — inkluzywny przekrdj czynny. Dla neutrin rosnie on
liniowo z energia (por. [2] str. 312), wiec ze wzrostem energii oddziatuja-
cego uktadu procesy kwazielastyczne maja coraz mniejsze znaczenie, bo ich
przekrdj czynny jest staty.



Rozdzial 2

Swobodny nukleon

Przed przystapieniem do wyliczania przekroju czynnego neutrina na zderze-
nie z jadrem musimy dysponowa¢ wynikami dla zderzenia ze swobodnym nu-
kleonem, wiec ten rozdziat poswiecimy ich otrzymaniu. Dla ustalenia uwagi
obliczenia przeprowadzimy dla rozproszenia neutrina na neutronie. W sta-
nie poczatkowym obecne sa neutrino o czteropedzie k i neutron o cztero-
pedzie p, za$ w stanie koncowym — lepton naladowany o czteropedzie &’
i proton o czteropedzie p', ilustrujemy to na Rys. W formalizmie prze-
strzeni Focka stan poczatkowy mozemy wyrazi¢ jako

(TF) = [k)ulp)n ® |0) @ |0),,
a stan koncowy jako
(W5 ] = (0, @ (0n ® (K| @ (p'],-

Pedy koricowe z réwnania (1.2)) to w rozwazanym oddziatywaniu ped protonu
i leptonu natadowanego, wiec przekrdj czynny wyraza si¢ wzorem

(2m)t1
Urel 2

Z |Mfi|2> (2'1>

spiny

a:/&yﬁﬂ&@+k—ﬂ—y)

z czynnikiem % wynikajacym z usrednienia po poczatkowych spinach neu-
tronu. Neutrino nie ,produkuje” takiego czynnika, bo przy rozpatrywanych

p (Epv p,) I~ (Elv k,)

n (Enap) 1% (Ellvk)
Rys. 2.1



przez nas energiach jest catkowicie spolaryzowane, wiec tylko jeden spin wnosi
wktad do sumy. Musimy wyliczy¢ M ;. Reguly Feynmana w przestrzeni pe-
dow pozwalajg stwierdzic¢, ze

my my

E

(K ) (1 = 35) v (K, A))

( 44 (77/“/_(]” v /miy) (—ig) 44 /
: (27T)5( AR e _qW) sg (20 (kK =)

= //ps\b I, )

co po scatkowaniu wzgledem czteropedu ¢ daje

H¢ (0, )1 = 1)l ) (s ) (O, )
T k- - T

W przyblizeniu $cistej symetrii SU(2) x SU(2) prad osiowy jest zachowany,
wiec caly prad oddzialywania jest zachowany:

¢ (pP', )], (0)|n(p,s)) =0

(por. podrecznik Weinberga podrozdziat 10.6 w [3] i 19.4 w [4]). Prowadzi to
do uproszczenia

gm0
mZ, — ¢ mZy — ¢’
co dla |¢*] < m¥, = (80,4 GeV)? redukuje si¢ nastepujaco

nt nt

2 2 2
My — 4 My

Y

wigc na Sy; otrzymujemy wyrazenie

- 2
Spi = — /mW54(p+k p—K)

(27m) 4(v/2)?
.H¢2N1k¢%wﬂ—%W&Ammm#W%WMn@)

W ten sposéb przeszlismy do teorii Fermiego, w ktorej oddziatywania odby-
wajg sie bez wymiany czastki posredniczacej. Diagramy oddziatywan kwa-
zielastycznych w jej obrebie przedstawia Rys. 2.2 W dalszych obliczeniach

8



n 14 p U

Rys. 2.2 Oddziatywania w teorii Fermiego

bedziemy nadal korzystali ze zmiennej ¢, traktujac ja tylko jako przekaz czte-
ropedu ¢ = k — k' = p/ — p. Ze wzgledéw historycznych w oddziatywaniach
stabych korzysta sie ze statej Fermiego

2

Gr=—F—
T amy,
ktora umozliwia zapisanie Sy; jako
1 Gp
(2m)2 V2
11 \/§7<l‘(k’7 A =) [v(k, A) (p(p', s')[5%(0) In(p, 5)).
j j

Poréwnujac otrzymany wynik z (1.1)) znajdujemy wyrazenie na M ;:
= GFH (K N) (1 = 35) [ (k, M) (p(p', 1)15(0) In(p, 5)).
Mpi= (27)%,/2 Yl s p\pP,s)lJ p;s

Wprowadzmy oznaczenia
APt = (17 (K V) (1 = ) v (k, ),
Afaar = (p(P, 8)17"(0)In(p, 5)),

dzigki ktérym mozemy przepisa¢ element macierzowy My; jako

M fi = 1 H A / AleptAﬁadr

W réwnaniu (2.1)) wystepuje kwadrat modutu My; zsumowany po spinach
wszystkich czastek:

Spi = — Ftp+k—p —k)

(2.2)

1 ™m;
> Ml = H 2 AT AL (AP (A )"
spiny j ] spiny
1
- H mJ Z Alept Alept Z Ahadr Aﬁadr)*‘
j J spiny spiny
lept. hadr.

9



Zdefiniujmy tak zwany tensor leptonowy

. ymy e e *
Ly = " S e (4 (23)
spiny
i tensor hadronowy
H" Al 24
C082 00 Splzny hadr hadr ) ( )

ktore umozliwiaja zwarty zapis

12 _ Grcos o w.
Sp%y |Mfl| (271') H L/WH
W i do tensorow wlaczyliSmy stale, zeby uprosci¢ ich koncowa
postac¢. Teraz mozemy wyrazié¢ przekrdj czynny nastepujaco:
2 cos? 1 1

o GF;’;QCM JEK @ 6+ —of — ) ];[ g L. (25)
Réwnanie zawiera definicje AL . ktéra w notacji macierzowej zapi-
szemy

Aﬁadr = COS 90@([)/, S,)F#U(p, 8)7

gdzie I'* to macierz wierzchotka oddziatywania stabego nukleonéw, a 0. jest
katem Cabibbo. Postugujemy sie teorig efektywng do opisu czastek ztozo-
nych, wiec nie znamy jawnej postaci I'*. Ilos¢ czynnikéw, ktére musza by¢
wyznaczone doswiadczalnie mozemy jednak ograniczy¢ ze wzgledu na trans-
formacje Lorentza. Czynnik A}, rozktada sie na sume lorentzowskiego czte-
rowektora i lorentzowskiego czterowektora osiowego (patrz np. podrecznik
Weinberga [3] podrozdz. 10.6 i [4] podrozdz. 19.4). Obie sktadowe w ogblnym
przypadku zaleza od p™ i p#, czyli réwnowaznie od (p' 4+ p)* i (p' — p)* = ¢*.
Oznacza to, ze macierz I'* mozna wyrazi¢ przez iloczyny bazowych pedow,
macierzy gamma, macierzy sigma, -, i symboli Levi-Civity. Liczbe¢ niezalez-
nych wyrazen redukuje sie korzystajac z rownania Diraca, bo uczestniczace
w oddziatywaniu nukleony sg na powloce masy. W ten sposéb otrzymujemy
posta¢ I'* z doktadnoscia do skalarnych wspotezynnikéw. Jedyny skalar, jaki
mozna zbudowaé¢ z bazowych pedéw, to iloczyn p-p’, ktéry z kolei wyraza
sie przez ¢*. Stad wspolezynniki — funkcje skalarne nazywane czynnikami

postaci (ang. form factors) — zaleza tylko od ¢*. Z mozliwych rozkladow
wybierzemy podany w pracy C.H. Llewellyna Smitha [5] na str. 30(ﬂ
§F3(q°) q¢"Fy(q*)

I =*Fl(q%) +i0" g, o1/ + s Fa(g?) 4 s i

1 Zeby uproéci¢ obliczenia, pomijamy czlony ,drugiej klasy”. Nie ma przestanek do-
Swiadczalnych, ze powinny by¢ uwzgledniane.
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Z funkcji F? wylaczylidmy stala

le'bp_/vbn_17

gdzie 1, to moment magnetyczny protonu, a p, — neutronu. Wystepujaca
w " litera M oznacza ,mase nukleonu” — s§rednig arytmetycznag mas pro-
tonu i neutronu: (m,, +m,)/2 ~ 938,92 MeV. Zauwazmy, ze M? doskonale
przybliza iloczyn m,m,:

M?* —mu,m,  (m,—m,)?

= ~4,74-1077,
My My, dmy,m,

dlatego w obliczeniach nie bedziemy rozrézniali mas nukleonéw. W rozkta-
dzie I'"* wystepuje macierz sigma; wyrugujemy ja wykonujac rozktad Gor-
dona. Zapiszmy roéwnanie Diraca dla spinoru neutronu:

(pHVH - mn)“(pv S) = 07
i dirakowskiego sprzezenia spinoru protonu:
u(p', s)(ply"™ —my) = 0.
Na ich mocy spetniona jest tozsamosé
a(p’, ) [(piﬂ” — mp)y" + 7 (P — mn)} u(p, s) =0,

ktorag mozna zapisa¢ takze jako
u(p',s') [Piﬁ”v“ + ™Y = (i + mp)ﬂ u(p, s) = 0.

Wystepujacy w nawiasie kwadratowym iloczyn macierzy gamma wyrazimy
przez ich komutator:

K 1 K K 1 K K K Z K K
v 7“25(7 Y4y 7“)25(7 Y — Ay + 2n “)Zﬂgh ]+

i wreszcie przez macierz sigma (patrz Dodatek :
K _ K N K
VA =0+ i,
analogicznie
Uk UK s UK
A =t — goh".
Zastosowanie otrzymanych zwigzkow prowadzi do réwnosci

PV A peyt " = pn™ A pen™ +i(p" — p)eo™ = p* 4 p! +igeo”,
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z ktorej wynika réwnanie
u(p', 8" )igeo" u(p, s) = u(p’, s') |2M~* — (p' + p')*|u(p, s).

Skorzystanie z niego umozliwia przepisanie macierzy pradu hadronowego
w postaci

+ M F?2 v
(p p) 5 v +7“75FA+’}/5(] P’ (26)

[T 1Y 2y

ktora postuzy nam do dalszych obliczen.

Wyliczenie L, H"

Teraz przystapmy do obliczenia tensora hadronowego H":

B = e SO .5 0 L O) (. )
= ci\jﬁé 2 (cos Ocu(p’, s") Mu(p, s))(cos Ocu(p’, s ) Mu(p, s)>>k
= M3 (a(p', )" u(p, ) (' (0, 9)3 T (', )

Rozpiszmy na komponenty wyrazenie w drugim duzym nawiasie:
U’T<p/7 SI)VOFVU(I); S) =

(0@ ), (ul™),,(ulm.9)),

(@', s) (™), (u(, )

Q
—

#07= 3 0-

—_

ﬂ’

Q

bo w tej postaci tatwo jest wykonac jego sprzezenie zespolone:

*

(u! (0, )0l ulp,s)) = 5

(uw'. ), (™)., (u(p.5))

Q
_

(u(p, S));(%F”)Zﬁ (u(p', )

R
it

||
0= #0= 7=

=

(u'0,9)) (1)), (u(p'5))..

Q

12



Powr6¢émy do notacji macierzowej:
(uf (0, 8" )90l u(p. 5)) " = ul (p, 5) (3l ™) u(p, 5).

Miedzy uf(p,s) a (7,[")" wstawmy jednostkowa macierz w postaci (7,)?
1 zapiszmy przy pomocy sprzezen Diraca:

(u' (', )l u(p, s)) = a(p, )%l ™) u(®’, s).
Macierz 7, jest hermitowska (patrz Dodatek , wiec (Y,IV)T = Iy,

(a(p, ) u(p, )" = (P, s)3 M you(p’, o). (2.7)

Ostatnia réwnos¢ pozwala wyrazi¢ tensor hadronowy jako

H“V = M2 Z a(p/) S,)F“U(pa S)ﬂ(p, S)VOFVTVDU(I)/) S,)a

s, s

za$ wlasnosé rozwiazan réwnania Diraca o dodatniej czestosci (A.5)):

_ p,ﬁ“JrM)
Ua\P, S)U p78>:< )
ES: (P, s)ug( )

umozliwia przeksztatcenie go nastepujaco:

M
H*Y — MQZTL([)/,S/)]—WP VA

Wi 'VOFVT%U(p/v 3/)

4

i} AR M

:MZZ Z uOl(p’,S/)(FMp 72M P)/OF T,.YO) Uﬁ(p/,S/)
s’ a,f=1 af

4

P+ M P+ M
M? <F“ Iadl ) ( ) .
Oézﬁ:l 2M /YO fYO of 2M B

Tensor H* w zapisie macierzowym przyjmuje postac

(2.8)

5 KH_’_M 5 /UU+M
H* :MQTr<F’“‘M OFT 0]9'7)'

oM 0 T o
Wyliczenie sladu i podstawienie p’ = p 4 ¢ (patrz Dodatek |B.2)) daje

1 - VK.
HW:Z%%WH4WW+WWWVJWWW+%W%+&ﬂAM%WL

ze wspotczynnikami w; danymi réwnaniami (B.4). W Dodatku otrzyma-

liSmy tensor leptonowy:
1 _ -
Ly = 2k,ky, — (kg + quky) + 5(92 - ml2> Nuw + 1€upa k"4,

13



wiec mozemy przystapi¢ do kontrakcji obu tensoréw. Najpierw wykonajmy
zwezenia czastkowe:

PP Ly = 5(4p-kp-k —4p-kp-qg+ M*(¢* — my)),
W'q" + ¢"P") Ly = 4p-k k-q — (2p-k ¢* + 2p-q k-q) + p-q(¢* — my),
QNQVLW = %(4quq - 4kq q2 + q2<q2 - ml2>>7
1" Ly, = —2k-q + 2(¢* — mj),
Z.E'Lw%)\p/iq)\[/uu = _GMVHApKQAEp,Vpakqu = _2(5§5;\ - 5;53\>pnq>\kpqa
= 2p-kq® = 2p-qk-q.

Przy kontrakeji epsilonéw skorzystalismy z (A.1]). Wyliczmy, ile wynosza wy-
stepujace w zwezeniach czastkowych iloczyny skalarne p-q oraz k-q. W tym
celu skorzystajmy z ostatniej réwnosci w (B.3]), ktéra mozna zapisaé tez

2p* = 2pp' = ¢,
a po wyodrebnieniu przekazu pedu ¢ = p’ — p

1

2
. E— 2.
p-q 2(] (2.9)

Przekaz pedu wyraza sie rowniez ¢ = k — k', zatem
P =k = 2kK +k?*=2k-(k—k)— K>+ K? =2k-¢ — m? +m}.
Mase neutrina zaniedbujemy w poréwnaniu z masa leptonu natadowanego,

wiec iloczyn k-q wynosi

k-q= ;(qg—mQ). (2.10)

Wstawienie i do zwezen czastkowych daje w wyniku
PP Ly = 5(4p-kp-k + 2p-k ¢* + M?(q* — m7)),
(P"q" + ") Ly = —2mip-k,
¢"¢" Ly = 3mi(mi = ¢*),
N Ly =q" —mj,

i pegr Ly = 2% (4p-k + ¢ — m}),

14



wiec kontrakcja tensora leptonowego z hadronowym ma postac

10
L, H" = 1 4w, (4p~kp~/<: +2p-k ¢ + M*(¢* — m?)) — 8miwip-k

+ m?wg <q2 — m?) + 2w3(q2 — m%) + 4w4q2(4p-k + ¢ — m?)]

=—|u (16p-kp-k’ +8p-k(¢® — m?)) + 4w M?(¢* — mj)
+ (¢ — mi) (miwy + 2ws) + dwyq*(4p-k + ¢* — m?)]
1
=12 {wl(llp-k: + ¢ — mlz)2 — wl(q2 — le)2 + 4w1M2(q2 — mlz)

+ (¢ — mi) (miwy + 2ws) + dwyq*(4p-k + ¢* — m?)]
Wystepujace w nawiasie kwadratowym wyrazenia mozna uporzadkowaé we-
dtug wzrastajacej potegi (4p-k + ¢*> — m?):
1
L, H" = 2 {(m? — %) (wl(q2 — 4AM?) — 2wz — mj (w; + w2)>

+ dwsg*(Ap-k + ¢ —mi) + wi(4p-k + ¢* — m?)Q]-

W pierwszej linijce réwnania wyodrebniliémy czynniki mnozone przez mase
leptonu natadowanego, bo przy energii rzedu GeV dla elektronu i mionu jest
ona zaniedbywalna. Przekonajmy sig, ze (4p-k+q*—m?) to réznica zmiennych
Mandelstama s = (p + k)* i u = (p — k)%
s—u=(p+k)?’—(p-K)?=2pk+k +2pk —K*
=20k +k*+2p-(k—q) —K? =dp-k+ k> + ¢ — K~

W ostatnim kroku skorzystalismy z zaleznosci (2.9)). Mase neutrina mozemy
pominaé bez utraty doktadnosci:

s—u=4p-k+q¢* —mj. (2.11)

Otrzymany wynik pozwala zapisa¢ zwezenie tensora leptonowego z hadrono-
wym w zwartej postaci:

L, H" = M*A(¢®) — M*B(¢®) (s — u) + C(¢%) (s — u)?, (2.12)
za pomocy niemianowanych funkcji ¢?:
2y . M — ¢ 2 2 2
A(q ) = W(U)l(q — 4M ) — 2w3 — ml ('I.Ul +U)2)>,
2 ¢
B(q) = —@w@
1
Clg*) = ke

15



Przypomnijmy, ze wspotczynniki w; zdefiniowalismy w . Do funkcji
B(q?) wprowadzili$my minus, co ,zaowocowalo” minusem w réwnaniu .
Jest to konwencja stosowana w fizyce neutrin: dla antyneutrin czynnik zawie-
rajacy B(q?) wystepuje z plusem, a dla neutrin — wlasnie z minusem (por.
praca C.H. Llewellyna Smitha [5] str. 301; oméwimy to na stronie .

Wykonanie calki

Przywolajmy wyrazenie na przekrdj czynny (2.5) z wyrazonymi jawnie ener-
giami czastek:
G%cos? o 1 Ak d%p
g =
87T2EnEV Uye] El Ep

Sp+k—p — k)L, H".

Po scatkowaniu wzgledem d®p’ z wykorzystaniem pedowej czeéci delty Diraca

dostajemy
_ G%cos?0c 1 d°K
87T2EnEV Urel ElEp

8(E, + E, — E, — E) L, H". (2.13)

Od tej pory energia protonu oznacza E, = VM? + (p +k — k')2. Calki wy-
razacej przekrdj czynny, nie mozemy obliczy¢ w ogdlnym przypadku, ponie-
waz w energii protonu wystepuje iloczyn p-k’. Odwotujac sie do symetrii
mozna powiedzieé, ze takie zderzenie wyréznia plaszczyzne (rozpieta przez
wektory p i k). Jesli przejdziemy do uktadu odniesienia, w ktérym jedna
z poczatkowych czastek spoczywa, to sytuacja przed zderzeniem ma syme-
trie cylindryczna (wyrézniona jest tylko prosta — nastawienie wektora pedu
poruszajacej sie czastki). Wprawdzie produkty pojedynczego oddziatywania
tamig te symetrie, to jednak ze wzgledu na izotropie przestrzeni oczekujemy;,
ze symetria ponownie wystapi przy rozpatrywaniu zaleznosci od kata zna-
czacej statystycznie liczby zderzen. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze to
neutron spoczywa (czyli p = 0), a neutrino porusza sie. Jest to bliskie do-
Swiadczeniom, bo obserwujemy w nich rozpraszanie wigzki neutrin na spo-
czywajacej tarczy. Szybkosé neutrina e wynosi

k| VER-mi /1 (m)2
Urel = B i = E )

Jak zostato wspomniane wczesniej, w oddziatywaniach z udziatem pradéw
neutralnych energia neutrina musi by¢ wieksza niz pewna energia progowa.
Jej dokladna warto$é¢ wyliczymy pdzniej (jest ona podana w réwnaniu (2.21))),
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teraz wystarczy nam oczywisty warunek, ze przewyzsza ona mase leptonu

natadowanego. Zatem
m,\ 2 m,\ 2 m,\ 2
YY) o< (2P « v
<EV> \(ml) \<me> ’

poniewaz najlzejszym leptonem naladowanym jest elektron. Masa neutrina
nie jest znana doktadnie, jednak wiemy, ze wynosi co najwyzej kilka eV.

Oznacza to, ze
2
m
() <o
Me

czyli mozemy przyjaé, ze szybkos¢ neutrina u, = 1. Zawsze, gdy masa neu-
trina wystapi z inng masa, bedziemy jg pomija¢. W uktadzie spoczywajacego
neutronu przekrdj czynny mozemy zapisacé

_ Gheos?c AR

= o(M+FE,—-FE,— E)L, H". 2.14
g 8m2ME, ElEp ( + P l) H ( )

Wyrazenie wewnatrz delty Diraca mozemy potraktowaé jako funkcje kata 6,
zawartego miedzy wektorem pedu neutrina a wektorem pedu leptonu:

fleos) = M + B, — /M2 + (k= K')’ — E,

— M+ E, — M + K — 2[k[[K| cosf + K — E}.
Skorzystamy z zamiany argumentu delty Diraca (por. np. podrecznik B. Sred-
niawy [6], str. 140):

-1
0J(cosb) ‘ d(cosf — cosb). (2.15)

5<f(cos (9)) = ‘8(008 )

W tym celu musimy wyliczmy pochodna

df(cos ) 2|k||K/|  BJK

d(cost) o2V M2 + (k — k') E,

Kat, ktory odpowiada miejscu zerowemu funkcji f(cos ), oznaczmy 6. Zeby
go wyliczy¢, przeksztalémy réwnanie

M+ B, =/ M? + & — 2[K|[K| cos b + K — B\ = 0

do postaci
2|k||K'| cos Oy = 2E,E; — 2M(E, — E;) — m}.
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Wyrazmy wartosci pedow poprzez odpowiednie energie:

2E,\ E} —m}costy = 2E,E, — 2M(E, — E;) —mj,

co pozwala zapisa¢ cosinus kata miedzy wektorem pedu neutrina a wektorem
pedu leptonu jako

2E,(E, + M) — (2ME +mi)

cos by = (2.16)

Zamiana argumentu delty Diraca

M+ E,—-E,— E)= d(cosf — cosby),

EP
E,|K|
daje nastepujace wyrazenie na przekrdj czynny:

G%cos?Oc [ d°K ,
o= seME | Bk d(cos@ — cosby)L,, H" .

Otrzymang catke wygodnie bedzie wyliczy¢ w uktadzie sferycznym. A priori
kat wystepujacy w delcie Diraca nie ma zadnego zwiagzku z katami po kto-
rym catkujemy. Mozemy jednak wybrac¢ kierunek osi z tak, aby jej kierunek
wyznaczal wektor pedu neutrina k, co doprowadzi do utozsamienia 6 i kata
biegunowego. Wstawienie elementu objetosci przestrzeni pedéow leptonu

d*k’ = |K/|*d|K'| d(cos 0) do (2.17)
umozliwia wyrazenie catki nastepujaco:

G2 cos® O
8m2 M E?

/|k |d|k d(cos 0) de 6(cos @ — cos by) L, H* .

W wyrazeniu podcatkowym nie ma zaleznosci od kata azymutalnego ¢, wiec
tatwo wykonaé catkowanie wzgledem obu katow

G2 cos? O |k’|d|k’ »
Ar M E? / Ly HY

Teraz przejdziemy od zmiennej |k’| do ¢>. W uktadzie spoczywajacego neu-
tronu réwnanie (2.9)) przyjmuje postaé

1
— §q2 =Mw=M(E, - E), (2.18)
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gdzie w jest przekazem energii. Oznacza to, ze
Loy

Z kolei z réwnosci E} = mi + |K'|* wynika zwiazek

EdE; = [K'|d|K|, (2.19)
wiec

1 k'|d[K’]

“do? = 2t

21 E

czyli przekréj czynny w zmiennej ¢ wyraza sie wzorem

2. cos? O 5
R e 8 g [ad Ly (2.20)

Catkowanie wzgledem ¢ nalezy wykona¢ po catym dozwolonym fizycznie
zakresie wartosci. Ustalimy go korzystajac ze zwiazku (2.18)). Zauwazmy, ze
na energie leptonu naktadane sg ograniczenia kinematyczne, w szczegélnosci
nie moze ona by¢ dowolnie mata, bo wtedy prawa strona dazytaby do
minus nieskoniczonosci, a lewa jest ograniczona. Z warunku cos? 6, < 1, czyli

(E2(E, + M) — 2ME, + m}))’
AEZ(E} —mj)

otrzymujemy nierownos¢ kwadratowa na energie leptonu F:
1
E!MQ2E, + M) — E,2ME, +m})(E, + M) + Z@ME” +mi)? +miE? <0,

ktorej wyrdznik wynosi

A= E?(2ME, —mi +2Mm;)(2ME, — m; — 2Mmy)

2 2
= | (g =) |2~ (53 + )]
v IV o
Dla kazdego rodzaju leptonu pierwszy nawias kwadratowy ma miejsce ze-

rowe w niefizycznym obszarze F, < 0, zatem warunek istnienia rozwigzan
nierownosci: A > 0 sprowadza sie do warunku na energie neutrina:

2

m
EV > (Ey)thres - ﬁ + my. (221)
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Przy energii dazacej od géry do (E, )nres, kat miedzy pedem neutrina a pedem
leptonu dazy do zera, a przekrdj czynny dazy do zera, bo dozwolony prze-
dzial energii leptonu maleje do punktu. Rozwiazanie nier6wno$ci na energie
leptonu pozwala stwierdzi¢, ze E; € {(El) 4, (Ep) B}, gdzie

(2ME, + m})(E, + M) — A

(Ei)a = 9M(2E, + M) ’

(2.22)
)y — (2ME, + m2)(E, + M) + VA
(i) 2M(2E, + M) ’

poniewaz (Fj)4 ma minimalng wartosé dla E, = (E, )ines 1 jest ona wigksza
od masy leptonu. Odpowiednie granice przedziatu dozwolonych wartoéci ¢2

dostaniemy z (2.22)), wykorzystujac zaleznosé (12.18|):

m3(E, + M) — 2ME? — /A

2 _
()4 = 9B, + M !
) ) (2.23)
() m3(E, + M) —2ME? + VA
17)8= 2E, + M '

Po wstawieniu zwezenia tensoréw wyrazonego ([2.12)), do réwnania na prze-
kréj czynny (2.20)) i wylaczeniu przed catke statej M* otrzymujemy

b M?G% cos® O /d 2{ B (q2)(5_“) +C(q2)(5_u)2], (2.24)

8w k2 M? M*

przy czym wystepujace w nawiasie kwadratowym funkcje ¢® wyrazaja sie
przez czynniki postaci nastepujaco:

Algt) = "L [|F|2(4—2)—|F1| (1+5)
S VE M2 v M2
2
212 q 4q 1 2\ %
f|5F (14 ) - L R(FER))

2
(B R 4 IR AR + R,

2
B(g*) = —5R((F! +EFF),
2\ - 1 2 2 2 2
o) = H(IRE - Ller + R

Calkowanie nalezy wykona¢ w granicach danych przez (2.23)). Otrzymany
wynik w pelni zgadza sie z przytoczonym w pracy C.H. Llewellyna Smitha [5]
na str. 301-302.
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Jak dotad nie wyraziliSmy jawnie czynnikéw postaci. Przy niewielkich
przekazach pedu dane do$wiadczalne dobrze opisywane sg przez parametry-
zacje dipolowa. Pomocnicze funkcje

Gr(q®) = (1_(]21/]\/[3)27 Gu(d?) =

I+
(1—q*/MZ)*
pozwalaja zapisaé czynniki nazywane wektorowymi jako

2

R = (1- 505 ) - jsene)

an) e (2.25)
) = (1- 1) |~Gr@) + Gu@)|.

Czynnik pseudoskalarny F, wiaze z czynnikiem osiowym (ang. azial) F, re-
lacja opisana w podrozdziale 19.4 ksiazki Weinberga [4]:

B 2M?2F, (%)

ga 2
F.(?) = —2—— F, 2.26
A(q ) (1_q2/Mg)27 P(q ) m72r_q2 ) ( )

gdzie m, = 139,57 MeV jest masa pionu natadowanego. Do otrzymania war-
tosci przekrojéw czynnych potrzebne beda state:

¢ 3,706,
gA - 172573,
M, 0,84 GeV,

M, 1,032 GeV.
Przekonajmy sie, ze czynniki postaci nie majg punktow osobliwych, bo w ob-
szarze kinematycznie dozwolonym zachodzi ¢? > 0. Wyrazajac przekaz ener-
gii jako w = E,, — E,, mozemy zapisac
¢ =(E,— E,)* - (2.27)
Rozpisujac réznice w nawiasie otrzymujemy:

EX - 2E,E,+ E, —q* = M* + p* = 2E,E, + M* + (p + q)* — ¢*.

Otrzymane wyrazenie wyglada czytelnie w uktadzie spoczywajacego neu-
tronu, w ktérym energie protonu oznaczymy E;eSt'”:

2 rest.n __ rest. n
2M? — 2M B = 2M(M — EX*“") < 0.
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E, (GeV)
Rys. 2.3 Przekréj czynny v, (linia ciggta) i v, (1. przerywana)

Nieréwno$¢ staba wynika z faktu, ze proton musi leze¢ na powloce masy,
tzn. £, > M. Ped protonu nie moze by¢ réwny pedowi neutronuﬂ, wiec
zachodzi nier6wno$c¢ ostra. Stad norma przekazu czteropedu jest ujemna.

Catka w réwnaniu jest zbyt skomplikowana, zeby wykona¢ ja ana-
litycznie, dlatego korzysta si¢ z obliczen numerycznych. Uzupetnijmy po-
trzebne state, zeby przekrdj czynny mial wymiar kwadratu dhugosci w do-
wolnym uktadzie jednostek. Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest bezwy-
miarowe, podobnie jak stala M2Gr/(hc)® i ¢*Gr/(he)®. Tloraz (he)/E, ma
wymiar dtugosci, wigc po wstawieniu statych otrzymujemy wzor

(s —u)
M2

Gr >2M2(:Os290 /dq2 [A(qQ)_B(qQ)

o= (hey ((hc)3 812

Stata Fermiego wynosi Gp/(hc)® = 1,166 - 1075 (GeV) 2, a cosfc = 0,9745
to element V4 macierzy Cabibbo-Kobayashi-Maskawy.

Otrzymane wyniki przedstawiamy na wykresach. Na Rys. widoczne
jest podobienstwo przekroju czynnego neutrina elektronowego i mionowego,
réznica miedzy nimi (wynikajaca z innych energii progowych) staje sie za-
niedbywalna przy energii okoto 2 GeV. Przekroj neutrina taonowego dla nie-
wielkich energii odbiega od pozostalych, patrz Rys. na str. jednak
przy wysokich energiach wszystkie neutrina maja zblizony kwazielastyczny
przekrdj czynny, co ilustruje Rys. [2.5]

2 QGdyby bylo inaczej, zachowanie pedu narzucaloby réwnosé pedéw elektronu i neu-
trina, co jednak (z uwagi na réznice ich mas) jest wykluczone przez zachowanie energii.
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Rys. 2.4 Przekréj czynny v, (1. ciagta), v, (przerywana) i v, (kropkowana)
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Rys. 2.5 Przekr6j czynny v, (1. ciagta), v, (przerywana) i v, (kropkowana)
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n (En,p') It (E,K)

p (Ey,P) v (E,, k)
Rys. 2.6

Antyneutrino

Sledzac obliczenia dla neutrina, otrzymamy przekréj czynny antyneutrina.
Wzor
G2 cos? 0o 1

F COS™ U /dgkl d3p/ 54( 4k — p . H La H,uz/

Oq =
872 Uyel E;

nie zmienia sie, jesli zdefiniujemy zmienne kmematyczne jak na Rys. [2.6]
Wyliczajac Lf, musimy zastapi¢ (1—-;) przez (1—}—75) i skorzystac z wlasnosci

rozwigzan rownanla Diraca o ujemnej czestosci (A.6]), co prowadzi do
a mym, k ’YP k Yo — MYy
Ly Tr (’Yu(l + ’Ys)T%(l + 75)2777” ;

jednak §lady zawierajace mase w liczniku sa réwne zero (por. Dodatek [B.1)):

kPE'”
4
wige L, rozni sig od L, tylko znakiem przy sktadniku zawierajacym epsilon.
Wyrazmy ped leptonu za pomocg przekazu pedu:

L, Tr (1 + 109970 ) = Kkl + Koy — E-K T + i€y kPR,

1 . "
Ly, = 2k,k, — (kugy + quky) + 5(‘12 —mj) Nuv = €uvpok"q°.

Tensor hadronowy

HY = —— > (n(p', §)|4(0)|p(p, 5)) (n(p', 8") |5 (0)|p(p, 5))*

Ccos 90 o

mozemy przeksztalcié nastepujaco:

0)n(p’, s))"(p(p, 5)[57(0)In(p’, &)

 cos 9% =

Z p(p, 917" (0)[n(p’, ) (p(p, 5)15*(0) In(p', 5'))",

" cos 92
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o (10738 cm?)

E, (GeV)
Rys. 2.7 Przekr6j czynny v, (L. ciagta) i v, (kropkowana)

wiec jest on réwny tensorowi hadronowemu (B.1)) z zamienionymi miejscami
pedami p’ i p oraz wskaznikami p i v. Uwazne przeanalizowanie réwna-
nia (B.2)) pozwala stwierdzi¢, ze zachodzi réwnosé

H = H"™.

Skoro czes¢ symetryczna Ly, jest rowna czesSci symetryczne] Ly, to zwe-
zenie Ly, HI rozmi si¢ od L, H" tylko znakiem skladnika powstajacego
z kontrakcji epsilonow, co przektada sie na zmiane znaku przy wspolczyn-
niku B(¢®) w (2.12)). Stad zwezenie tensoréw przy zderzeniu antyneutrina
ze swobodnym protonem ma postac

Ly, Hy" = M*A(¢*) + M?B(¢®) (s — u) + C(¢*) (s — u)*.

Jak przekonaliSmy sie na Rys. [2.4] przekréj czynny neutrina elektronowego
i mionowego réznig si¢ nieznacznie, dlatego w dalszej czesci pracy bedziemy
prezentowali wyniki tylko dla neutrina mionowego i taonowego. Rysunki [2.7]
2.8 i pokazujg, ze przekrdj czynny antyneutrina jest mniejszy niz
neutrina o tej samej energii, jednak zrownuje si¢ z nim dla F, — oco. Jest
to przyktad funkcjonowania twierdzenia Pomeranchuka, ktére w uogdlnio-
nionej postaci mozna znalez¢é w pracy Weinberga [7] i podrozdziale 10.8 jego
ksiazki [3]. Rysunek[2.5 pozwala wyciagna¢ silniejszy wniosek: wszystkie neu-
trina i antyneutrina majg w granicy E, — oo jednakowy przekrdj czynny na
procesy kwazielastyczne. Teraz zajmiemy si¢ obliczeniem jego wartosci.
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Rys. 2.8 Przekréj czynny v, (1. ciagla) i v, (kropkowana)

E, (GeV)
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Rys. 2.9 Przekrdj czynny 7, (1. ciagta) i v, (kropkowana)
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E, (GeV)
Rys. 2.10 Przekrdj czynny v, (1. ciagta) i v, (kropkowana)

Granica wysokoenergetyczna

Ta czed¢ pracy ma charakter matematycznej analizy wyrazenia na przekrdj
czynny , ktora umozliwi wyliczenie jego wysokoenergetycznej granicy.
Abstrahujemy w niej od wielu fizycznych subtelnosci. Staranne fizycznie rozu-
mowanie nie moze by¢ przeprowadzone w obrebie teorii Fermiego, ktérej klu-
czowym zalozeniem jest ¢> < m3;,, jednak nawet przy bardzo wysokiej energii
neutrina istotne sg tylko niskie wartosci ¢*. Wyliczajac (2.24) nie uwzgled-
nialiémy poprawek promienistych, ktére moga sta¢ si¢ znaczace. Przyjmiemy
najprostsze — dipolowe — czynniki postaci, ktore dla wysokich przekazdw
pedu nie opisujg danych pomiarowych dostatecznie dobrze. Za obliczeniami,
ktore tutaj przedstawimy, przemawia jednak ich prostota i to, ze otrzymana
warto$¢ graniczna nie odbiega znaczaco od juz przy stosunkowo nie-
wielkich energiach, szczegdlnie dla neutrina mionowego (a tym samym —
elektronowego), patrz Tab. na stronie .

Jedli energia neutrina w stosunku do M™** = max{my,, M, M, M,} jest
tak wysoka, ze M™** /E,, < 1 to uproszcza sie granice catkowania iwy-
razenie podcatkowe w réwnaniu . Gorna granice catkowania mozemy
przeksztalci¢ nastepujaco:

m}(E, + M) = 2ME? + VAm}(E, + M) — 2ME? — /A
2E, + M m}(E, + M) - 2ME2 — /A
(2ME? —m}(E, + M))> — A
(2E, + M)(m3(E, + M) —2ME2 — \/A)

(¢*)B =
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Neutrino Btad E,

%  GeV
mionowe 7,0 3,99
50 583
3,0 10,00
taonowe 7,0 2574
5,0 33,79
3,0 52,33
Tab. 2.1

W liczniku wystepuje A, ktéra wygodnie bedzie wstawi¢ w postaci
A= (2ME? —m}E,)* — 4m? M*E2.

Otrzymamy w ten sposoéb wyrazenie

B mi M

C m3(E, + M) —2ME2 — /A’

(q2)B

ktorego mianownik jest rowny licznikowi dolnej granicy catkowania:

m}(E, + M) —2ME? — /A
(qZ)A — l v
2FE, + M ’

Przy wysokich energiach znaczacy wktad do A wnoszg tylko czynniki zawie-
rajace F,. Wykorzystamy te wlasnosé, aby rozwinaé¢ VA w szereg wzgledem
energii neutrina. Skoro

4

2
A = AM2E? [E2 Mg
A Vi aay Ve

2
—mﬂ z4M2E3[1— AZ’E }

to poprzestajac na drugim wyrazie rozwinigecia w szereg otrzymujemy

mi

A~ 2ME? [1 -
va v OME,

} =2ME? —mlE,.
Zastosowanie tego przyblizenia pozwala stwierdzié, ze

m2(E, + M) — 2ME? — VA ~ m}(2E, + M) — AME?.
Stad przy wysokiej energii neutrina

(q2)A - _ZMEIM
(¢*)s — 0.
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Przekr6j czynny mozna rozpisa¢ na sume wyrazen

M? 20
o = WChoolle Jurn

8w k2
Fcos290 9
R /d B(g?) (5 — ), (2.28)
T
G2 cos’ O
K= 857M2E2 /d 2C(¢%) (s —u)*.

Dla wartosci granicy wysokoenergetycznej kluczowy jest czynnik 1/E2, ktory
sprawia, ze wyrazy rosngce wolniej niz kwadrat energii neutrina zbiegaja do
zera. W dodatku wyliczymy doktadnie x i przekonamy sie, ze tylko ten
sktadnik moze dawaé¢ wkiad rézny od zera. Otrzymane tam wyrazenie to

: Gpeos®Oc[y o, oy, 28(E+2)M
AT = (MMt e )
3E(E+2) M3 < 4M* | 4M*? _1”

(4M? — M3)? '

(M?* — M)

AMZ— M2 M

Wprowadzajac oznaczenia p = 4M? /M2 i u = £+1, mozemy zwiezle zapisaé:

G2 cos? Oc p?—1 4
li =—LF = M2+ g2 M? + 2M? (1 — )
By’ 67 TOAMAT (p—1)2 p
pr=1 7 p
M2 ( In(p) — 1)}

Wstawienie statych A i ¢ prowadzi do wzoru

) Gr \?cos? Oc pr—1 4
1 =(he)? {MQ 2M? + 203 <1 — )
7 =) ((hc>3> e R e VA G

+3M2 (‘;2__1;( p SIn(p) - 1)}

zatem wartos¢ liczbowa granicy wysokoenergetycznej wynosi

lim ¢ =0,95- 10738 cm?

E,—o0
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Rozdzial 3

Jadro atomowe

Wyniki otrzymane w poprzednim rozdziale umozliwia nam obliczenie prze-
kroju czynnego na zderzenie neutrina z jadrem atomowym. Proces rozprosze-
nia na jadrze polega na przejsciu od poczatkowego neutrina i jadra o liczbie
masowe]j A do koncowego leptonu natadowanego, jadra o liczbie masowej A—1
i wyemitowanego protonu, patrz Rys. Zatozymy, ze mozliwa jest sepa-
racja stanu neutronéw i protonéw w jadrze. W przyblizeniu IA (ang. im-
pulse approximation) bozon W zostaje wychwycony przez pojedynczy nu-
kleon, ktory po oddzialywaniach z jadrem jest wybity do stanu koncowego
(w naszym przypadku neutron opuszcza jadro jako proton). Jesli poczat-
kowy stan N neutronéw w jadrze oznaczymy przez |i¥),, a Z protondéw —
przez |i%),, to caly stan poczatkowy przybierze postaé

[TF) = |k} @ [i)n @ |0} @ [i7),.
W stanie koncowym
(Tr = (0L @ (f* ' @ (K @ (Pl
stan N — 1 neutronéw zapisaliémy (f~~!,. Pozostate czastki opisaliémy jak
na str. |7, Wprowadzmy oznaczenie p4 dla pedu jadra poczatkowego, a pa_1
dla pedu jadra koncowego. Przekrdj czynny wyraza sie jako
_ G%cos? e dPK dPpa_y dPp 1
(27T)2El/ El En Ep Urel
(i%|ay(p")al(P)i?) (N al,(Pa—Pa-1)an(pa—pa1)|i™),

64(pA + k — PA-1 — PI - k/)L,uVW/W

P I~

(N-1,2)

Rys. 3.1
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gdzie tensor hadronowy to W#". Jego konkretna posta¢ zalezy od modelu ja-
dra i nie musi by¢ réwna tensorowi wyliczonemu dla swobodnego neutronu.
Nie wyrézniliSmy spinéw czastek, zeby nie zaciemnia¢ zapisu; nalezy zsumo-
waé po wszystkich ich wartosciach. Do dalszych obliczen musimy skorzystaé
z przyblizenia PWIA (ang. plane wave impulse approzimation), to znaczy
pominaé¢ oddziatywanie miedzy wybijanym nukleonem a koncowym jadrem.
Ped jadra poczatkowego mozemy teraz roztozy¢ na sume pedu jadra konco-
wego 1 pedu neutronu:

P4 = Pa-1t+P-
W uktadzie spoczywajacego jadra poczatkowego ps = 0, wiec pa_1 = —Pp.
Przyjmiemy, ze jest to uktad tozsamy z uktadem laboratoryjnym, w ktorym
przeprowadzimy rachunki. Delte Diraca mozemy rozpisaé¢ jako
§'(patk—pa—p—K)=06(E~E}"'+E,~E,~E)®(p+k—-p - k).
Wprowadzmy energie neutronu E,, jako réznice miedzy energiag obu jader:

S(Ef~E{ ™' +E,~E,— E) = /dEn S(BA~E}'—E,)8(E.+E,—E,— ).

Uwzgledniajac, ze szybkos¢ neutrina u,q = 1 ze wzgledu na jego energie,
zapiszmy przekrdj czynny:

_ Gieos’Oo (K d'p &pf
(2n)?E, | E, E, E,
Ly W (i%]ay (p)af, (p)|i%) (1" |, () an () [17).

5 (p+k—p' —K)6(E}~E{ ' - E,)

Przyjmijmy oznaczenia

Pu(p, E,) = (i"|al,(p)an(p)[i™) 6(EY — Ef ™" — En),

7

Po(p') = (i%]a,(p")a}(p)i%),

ktore pozwalaja wyrazi¢ przekrdj czynny jako

(3.1)

_ G2 cos? O APk @ B3y

"= omeE, | B B, B, ° ©tE-0 - ) LuW R E) (D, B,
v n D

a po scatkowaniu wzgledem pedu protonu jako

G%cos’ e A3k d*p
- 5En EV—E—E LV ) = P, 7En7
7~ “(2n2E, ) B E.E, (Bt p— E) L, W Py(p + a) (p, En)
(3.2)
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gdzie q = k—k’. W przestrzeni pedéw leptonu wybierzmy oS z tak, aby jej kie-
runck wyznaczal wektor pedu neutrina k, wtedy skorzystanie z (2.17)) i ([2.19))
umozliwia stwierdzenie, ze

A’k = |K/|E; dE; d(cos 0) do,

z katem miedzy pedem leptonu k’ a pedem neutrina k oznaczonym przez 6,
jak w poprzednim rozdziale. Przejdziemy od zmiennych FEj i cos# do zmien-
nych w i |q]:

dE;d(cosf) = Jdwd|q|.

Jakobian J wynosi

7 b % _ dEyd(cosf)  dE; d(cos)
|t A=) dw dlg]  dlg] dw

Do wyrazenia cos @ przez nowe zmienne wyliczmy kwadrat przekazu pedu:
lal* = |k|* — 2|k||K'| cos 0 + |K'|* = E? — 2E,|K/| cos § + |K'|?,

zatem
E; + [K[? —|qf?
2F,|K|
Skoro energia leptonu F; = E, — w nie zalezy od |q|, to wystarczy obliczy¢
pochodne

cosf =

dE;
= _ 1
dw ’
d(cos®) lq]
dlql E, k|
Otrzymane zaleznosci pozwalaja zapisac
d°F’ \QI
d d|q|d
i al o
Przekrdj czynny przybiera teraz postaé
G2 cos? 0 d*p
7= (;21520 / Iqldwdlqldcb O(En—Eytw) Ly WH Py (p+a) Pa(p, En).
p

Po scatkowaniu wzgledem czteropedu neutronu nie bedzie wystepowata za-
leznosé¢ od kata miedzy wektorem p a wektorem q, wiec mozemy wykonaé
catke wzgledem ¢:

2
Gy cos” Oc 20c

O T - 0(B, = Byt ) LW By (p ) Py, Bu).
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Wprowadzenie oznaczenia

d4
Flkow.lal) = lal |7 0(En = B, + @) LW Py(p + @) A (p, B
np

E
daje na przekrdj czynny wzor

2 o2
~ Grcos® o

o= [awdlal Gk, lal). (3.3)

Dokonajmy zamiany argumentu delty Diraca w f(k, w, |q|) korzystajac z réw-
nania (2.15)), analogicznie do obliczen w przypadku zderzenia ze swobodnym
neutronem:

-1
S(E,—E,+w)= (|pf|/’|q|> d(cos v — costy),
p

gdzie ¥ to kat miedzy przekazem pedu q a pedem neutronu p, zas dla vy
argument delty ma miejsce zerowe:

OzuH—En—Ep:w—l—En—\/M2+p2—|—2|p||q\cos190—|—q2.
Rozwiazanie powyzszego rownania daje

(w+ E,)* — (M? +p?) — ¢
2|p||q]

costy =

Po zamianie delty mozemy zapisac

d4
f(k,w,|q|) = /E |;:)| d(cos ¥ — cos Vo)L WH P,(p + q)Pu(p, Ey).

W przestrzeni pedow neutronu wybierzmy uktad wspotrzednych tak, by os 2
byta wyznaczana przez kierunek wektora przekazu pedu q, wtedy analogicz-

nie do (2.17))
d*p = |p|*dE, d|p| d(cos¥) de.

Na razie nie rozstrzygajmy, czy energie E, = Ef* — E/f‘_l taczy z pedem p
zwigzek E? — p? = M?. Wprowadzmy energie, ktora spelnia ten warunek

z definicji:
E, =/Ip|> + M?,

pld|p| = E,dE,.

wtedy
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Ten zwiazek pozwala stwierdzi¢, ze
d*p = |p|E, dE, dE, d(cos¥) d,

wiec po scatkowaniu wzgledem cos ¥ funkcja f(k,w, |q|) wynosi

E, _ )
F(k,w, |ql) = /F dE, dE, dg Ly W™ Py(p + q)Pa(p, o). (3.5)

Dalsze obliczenia wartosci f(k, w, |q|) przeprowadzimy w obrebie konkretnych
modeli jadra atomowego.

Przypomnijmy sobie, ze przekaz energii mozna wyrazi¢ jako w = E, — Ey;
zdefiniujmy @, ktora spetnia w = Ep—En. Oznacza to, ze w 1 W wiaze zaleznos¢

o+ E,=w+ E,. (3.6)

Cosinus kata miedzy przekazem pedu q a pedem neutronu p wyliczony
w (3.4) wobec (3.6)) i definicji E, przyjmuje postaé

2F,& 4 &2 —

2/E2 - M?|q|

(3.7)

cosvy =

3.1 Gaz Fermiego

Najprostszy sposéb modelowania jadra atomowego to przyjecie, ze nukleony
znajdujg si¢ w tréjwymiarowej studni potencjatu i ze nie ma miedzy nimi
oddziatywan (w rzeczywistych jadrach droga swobodna jest duza). Kwanto-
wanie w skonczonej objetosci V' — dla uproszczenia przyjmijmy, ze to sze-
Scienne pudto o boku L — wiaze sie z wprowadzeniem dyskretnych pedow, ze
wzgledu na warunek zerowania sie funkcji falowej na $cianach pudta. Z kaz-
dym dozwolonym punktem w przestrzeni pedéw mozemy zwigzaé¢ komorke
o ob j@tos’ciﬂ

2r 2 2m  (2m)?

— X — X — = ,

L L L Vv
bo odlegtosci miedzy sasiednimi punktami wynosza 2% w kazdym kierunku
(wyjasnienie tego faktu mozna znalezé u Feynmana [8] str. 43-44). Jesli moz-
liwych stanéw jest wiecej niz czastek w uktadzie, to w stanie podstawowym
obsadzone zostana wszystkie pedy do granicznej wartosci pg, zwanej pedem

1 Pojawiajace sie w tych rozwazaniach wielkosci dotycza przestrzeni pedéw. Nie nalezy
ich myli¢ z faktycznymi objetosciami przypadajacymi na czastke, czy dzielacymi czastki
odleglosciami.
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Fermiego. W ogolnym przypadku, gdy liczba protonéw w jadrze rézni sie
od liczby neutronéw, mamy do czynienia z dwoma pedami Fermiego. My
ograniczymy nasze rozwazania tylko do przypadku N = Z. Przy zalozeniu,
ze

2T

czyli ze objeto$¢ komorki jest znacznie mniejsza od objetosci zajmowanej
przez wszystkie obsadzone stany, mozemy te drugg wyrazi¢ jako gﬂp‘}. Nu-
kleony maja spin %, wiec w stanie o okreslonym pedzie mogg sie znajdowacé
dwie czastki: o trzeciej sktadowej spinu skierowanej w gore i w dot. Zatem
liczba czastek N w uktadzie wynosi

4 1% PV
N = 2-mp} =
3PP (2n)3 T 3n2

(3.9)

Zastanowmy sie, do jakich przypadkow mozemy zastosowaé przyblizenie gazu
Fermiego. Jezeli z rownania (3.9)) wyliczymy pg i wstawimy do (3.8]), to otrzy-
mamy warunek

3
2 < \]=N ~ V/N. (3.10)
e

Liczba neutronéw w jadrach atomowych jest mniejsza od 216 = 63, wiec fak-
tyczne wartosci N nie spelniaja nieréwnosci w sposob zadowalajacy.
Odpowiednig ilos¢ neutronéw zawierajg jedynie gwiazdy neutronowe, wiec
stosowanie modelu gazu Fermiego znajduje pelne uzasadnienie tylko w ich
przypadku. Dla ,nieskonczonego” jadra mozemy obliczy¢ przekrdj czynny na
nukleon, przyjmujac wartos$¢ pp rzeczywistego j@draﬂ. Jesli pomnozymy go
przez ilo$¢ neutronéw w skonczonym jadrze, to w najprostszy sposob otrzy-
mamy jego przekrdj czynny. Nie mozemy oczekiwac, ze taki opis odda wszyst-
kie subtelnosci zderzenia; spojrzmy na niego jak na pierwsze przyblizenie,
ktore powinno zawiera¢ najistotniejsze cechy ztozonej rzeczywistosci.

Wryliczmy postac dla gazu Fermiego. Tylko stany o pedach, kto-
rych norma jest mniejsza od pedu Fermiego sa obsadzone, wiec amplitude
wystepujaca w B, (p, E,) mozemy zapisaé

(1" |a},(P)an(P)i™) = 0(pr — [P))(I"]6v (0) — an(p)al,(p)]i™)

= 0(pr — [P0y (0) i) = 0(pr — [P) <271T>3 f

2 Ped Fermiego wyznacza si¢ mierzac objetosé jadra (patrz Sz. Szczeniowski [I] § 4
i§49).

35



gdzie skorzystalismy ze zwiazku antyprzemiennosci dla fermionowych opera-
toréw kreacji i anihilacji. Wykonujac catke po objetosci jadra dostajemy

N N\ V
(1l (p)a (p)) = 55 Ol — )

W P,(p’) nie mozna utworzy¢ protonu ponizej poziomu Fermiego, wiec

(i|ay(p)al (p")|i7) = 6(Ip'| — pr).

Otrzymane funkcje schodkowe mozemy wyrazi¢ w jezyku energii. Pierwsza
z nich, tzn. 0(pr — |p|) daje warunek

‘p‘ < pr,

ktéry po podniesieniu do kwadratu mozemy zapisa¢ (norma trojwektora jest
z definicji nieujemna, wiec nier6wnosé na pewno zachowuje zwrot):

0 < pp—p* =M +ph, — M? — p*.

Zdefiniujmy energie Fermiego: Fr = \/m, ktéra pozwoli wyrazi¢ po-
wyzsza nieréwnos¢ jako B
0< E% — E2,
a po skorzystaniu z E, > 0 jako
Ep — E, > 0. (3.11)
Funkcja 6(|p’| — pr) po analogicznych przeksztatceniach daje warunek
E,— Ep > 0. (3.12)
Dodanie stronami nieréwno$ci i prowadzi do wniosku
E,—E,=0>0, (3.13)

ktory bedzie uzyteczny do wyznaczenia dozwolonego kinematycznie zakresu
catkowania. Dzi¢ki otrzymanym zwigzkom mozemy zapisac

0(pr — |p|) = 0(EF — E,),

(3.14)
0(Ip'|— pr) = 0(E, — Er),
wiec dla gazu Fermiego réwnania (3.1)) przyjmuja postaé
Pe(p, Ey) = (27)*V 0(Er — E,) 6(EY — E}Y ' — Ey), (315)

PpFG(p/) =00+ E, — Er),
poniewaz energia protonu FE, = w + En.
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3.1.1 Swobodny gaz Fermiego

Przyjmijmy, ze nukleony w gazie Fermiego leza na powtoce masy. Wystepu-
jacy w réownaniu tensor hadronowy WH jest wtedy réwny tensorowi
dla swobodnego neutronu H*”. Jadro poczatkowe i koncowe réznig sie tylko
obecnoscia swobodnego i nieoddzialujacego neutronu o pedzie p, wiec

J(EN — EY ' = B,) = 0(yM? +p* = B,) = 0(E, — Ey).
Zapiszmy wzor (3.5) dla swobodnego gazu Fermiego:

Pk fal) = (4B, AB, dp L H P (p + )P (p).

Funkcje (3.15)) mozemy teraz wyrazié
P(p, E) = (21) 7V 0(Er — Ey) 6(En — En),
P (p+q) =0(@ + E, — Ep).

Wobec warunku E,, = E, réwnanie (3.6) daje w = @. Wykorzystajmy delte
Diraca do scatkowania wzgledem FE,,:

v n n n v
170w lal) = (s /dEn dp 0(Er — E,) 0(w + By — Er) L, H™.

Przekroj czynny dla jadra (3.3) wynosi
pre_ G cos? fc
2 E?

Wstawiajac objetos¢ V wyliczong z otrzymujemy przekrdj czynny przy-
padajacy na neutron:
o™ GEeos’bc 3
N  27E? S8mph

Wyprzedzajac obliczenie granic catkowania na Rysunkach i na str.
przedstawiamy poroéwnanie przekroju ¢ neutrina mionowego z przekrojem
na zderzenie ze swobodnym neutronem, a na Rysunkach i na str.
analogiczne wykresy dla neutrina taonowego. Do obliczen zostata przyjeta
do$wiadczalna wartos¢ pedu Fermiego dla tlenu, ktora wynosi 225 MeV.

Dla unikniecia komplikacji przyjelismy, ze nukleony w jadrze spekliaja
réwnanie Diraca. Za praca V. Pandharipande [9] przytoczymy krétkie uza-
sadnienie, ze nie ten warunek nie moze by¢ speliony w stabilnych jadrach.
Skoro poczatkowe jadro nie emituje nukleonéw, to réznica EN — E}V 1 musi
by¢ mniejsza od masy nukleonu. Energie poczatkowego neutronu FE, zdefi-
niowalismy jako réwna tej réznicy, wiec E,, < M.

Wprowadzmy poprawki do modelu, by uwzglednial, ze nukleony nie sg
na powtoce masy.

(2V)3/dw dlg| dE, dp 0(EF — E,) 0(w+ E, — Er) L, H".
™

/dw dla| dE, dp 0(Ep — E,) 0(Ey +w— Ep) L, H™.
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3.1.2 Zwigzany gaz Fermiego

Swobodny neutron o pedzie p ma energic vV M? + p? = E,. Skoro energia
neutronu zwiazanego w jadrze jest mniejsza, to mozemy ja zapisaé jako roz-
nice E, i energii wiazania, ktéra w oglnosci moze zaleze¢ od |p|. W naszych
rozwazaniach przyjmiemy stata energie wigzania F BEL wtedy

S(EN — Ef ' = B,) = 0(E, — Ep — Ey).

Zapiszmy (]3.15)) dla zwiazanego gazu Fermiego:
PP*(p, E,) = (2n) 3V 0(Er — E,) §(E, — Ep — E,),
P (p+q) = 0@+ E, — Ep).

Przypomnijmy sobie, ze wyrazajac macierz pradu hadronowego (12.6) przez
czynniki postaci powotywalismy si¢ na réwnanie Diraca, wiec tensor hadro-
nowy WH w rozni sie od tensora wyliczonego dla swobodnego neutronu.
Zeby przezwyciezyé te trudnosé, skorzystamy z ekstrapolacji poza powtoke
masy zaproponowanej przez T. de Foresta [12]: potraktujemy spinor oddzia-
tujacego nukleonu jako swobodny i przyjmiemy swobodne czynniki postaci,
jednak zalozymy, ze przekaz czteropedu do neutronu wynosi ¢ = (@, q). Be-
dziemy to podkreslali piszac tensor hadronowy z tylda. Skoro oddziatujacy
neutron uwazamy za swobodny, to energie F,, w mianowniku w (3.5]) zasta-
pimy przez E’n:

fBFG(k7w, |q|) = /dEn dEn dy LHVE#VPF?FG(p + q)PﬁBFG(p, En)

Wstawmy jawna posta¢ P71 B

v

[k, w,lql) = 2n)?

/ dE, dE, dp 8(E, — Ep — E,)
0(Ep — E,)0(& + E, — Ep) L, H".
Skoro E, = E, — Eg, to réwnosé (3.6) daje @ = w — Ep. Po scatkowaniu

wzgledem FE, z uzyciem delty Diraca otrzymujemy

v
BFG k w —
Dla przypadku zwigzanego gazu Fermiego przekroj czynny na nukleon wynosi
oPre _ G% cos®0c 3
N 2rE?  8mpl

/dEn dp0(Ep — B,)0(B, — Ep +w — Ep) Ly H"™.

/dwd|q| dE, dp8(Er — E,) 516

-O(E, — Ep +w — Ep) L, H".

3 0 metodzie wyznaczania Ep mozna przeczyta¢ w pracy [10].
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Rys. 3.7 Przekrdj czynny v, dla gazu Fermiego z Ep = 27 MeV (1. kropko-
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(N-1,2)

(N, 2)

Rys. 3.8

Jesli potozymy Ep = 0, to powyzsze wyrazenie redukuje sie do przekroju
czynnego swobodnego gazu Fermiego. Do obliczen konsekwentnie przyjeta
zostala wartos¢ dla jader tlenu: Ep = 27 Me\/ﬁ Dodatnia energia wigzania
zwieksza energie progowa neutrina. Dla neutrina mionowego, patrz Rys. [3.6]
przy energii ok. 1 GeV zanika roéznica miedzy zwigzanym a swobodnym ga-
zem Fermiego, w przypadku neutrina taonowego potrzebna jest duzo wyzsza
energia, por. Rys. 3.7

Zastosowane przez nas przyblizenia (tzn. PWIA i metode de Foresta) bar-
dzo dobrze obrazuje Rys. wzorowany na rysunku z pracy [13]. Przyjeli-
Smy, ze w rozpraszaniu uczestniczy tylko jeden neutron, ktory nie oddziatuje
z jadrem i lezy na powloce masy, mimo ze pozostate nukleony sa zwiazane. Na
ogot nie sa to zalozenia szczegodlnie realistyczne, jednak, jak to czesto bywa
w fizyce, musimy na nie przysta¢, zeby przemoéc trudnosci. Nalezy jednak
pamietaé¢ o przyblizonym charakterze otrzymanego wyniku.

3.1.3 Granica niskiego pedu Fermiego i stabego wigzania

Na chwile powr6¢my do réwnania (3.2]) na str. , zeby wyliczy¢ przekrdj
czynny w granicy pp/M — 01 Eg/M — 0 a jednoczesnie duzego przekazu
czteropedu: |q| > pp, w > Ep. Zastosujemy przyblizenie de Foresta, wigc
zastepujemy tensor hadronowy WH" przez H*”, jednak przy duzym przekazie
czteropedu Hmw — Hm, wiec

~ Gheos?0c (K d'p

UBFG_ (27T)2ME,, El Fp 5(En+EV_Ep_El)LMVHMVP;FG(p_I'q)P}?FG(p> En)

Skoro [p +q| — ||, to E, — (M?+ |q|?)7, tzn. energia protonu nie zalezy
od |p|. Zauwazmy, ze dla niskiej energii wiazania F,,— Eg dazy do M. W funk-

4 Wartoéé Ep dla tlenu podajemy za praca [11].
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cjach P71 B przywroémy postac funkeji schodkowych jak w (3.14):
PY(p, Bn) = (27)7°V 0(pr — [p]) (M — En),
P (p+q) = 0(]p + a| —pr).

Po scatkowaniu wzgledem energii neutronu otrzymujemy

GZcos?0c V. pd’k &

BFG F C p v
= —~6(M + E, — E, — E)L,, H"
7 (2n)2ME, 2r)3) E, E, (M + v~ B)L

0(lp+d| —pr) O(pr — |P|),

Funkcja 0(|p + q| — pr) dazy do 6(|p + q|) = 1 dla duzego przekazu pedu,
wiec w wyrazeniu podcatkowym od pedu neutronu p zalezy tylko druga funk-
cja schodkowa; scatkowanie wzgledem niego sprowadza si¢ do wyliczenia ob-
jetosci kuli Fermiego:

1%
(27)?

vV dmrpl
(2m)3 3

/d‘°’p O(pr — p|) =

Wykorzystanie zwiazku (3.9)), ktory okresla liczbe neutronéw w jadrze, po-
zwala zapisaé

Vv
(2m)?
Stad przekrdj czynny wynosi

N

& opr — Ipl) = -

G2 20 dgk‘l
57 = N S;EJO\;EC g 0 + By = By = By) Ly H.
v P

Jezeli porownamy otrzymany wynik z réwnaniem (2.14)) na przekrdj czynny
swobodnego nukleonu, to przekonamy si¢, ze zachodzi migdzy nimi zwigzek

O_BFG — NO',

to znaczy w granicy niskiego pedu Fermiego i stabego wigzania przy du-
zych przekazach pedu przekrdj czynny na neutron jest réwny przekrojowi
na swobodnym neutronie. Wynik ten mozna tez uzyska¢ numerycznie: przy
pr =1MeV i Eg = 0 przekrdj czynny bardzo dobrze zgadza si¢ z uzyskanym
dla swobodnego neutronu.

3.1.4 Zakres calkowania

Do wyznaczenia pozostat dozwolony kinematycznie obszar zmiennosci prze-
kazu energii, pedu i energii F, we wzorze (3.16)). To zagadnienie wygodnie
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jest podzieli¢ na dwie czesci: hadronowa i leptonowsa, tzn. osobno wyliczy¢
warunki hadronowe, osobno leptonowe, a dopiero pozniej wziac ich iloczyn.

Roéwnanie w = E, — E, pozwala stwierdzi¢, ze energie protonu mozna
wyrazi¢

wige
M? +p+ql* = (@+ E,)*
Noczyn skalarny p-q przybiera wartosci miedzy —|pl||q| a +|p||q|, zatem
(Ip| = lal)® < @+ E,)* = M* < (|p| + la]?,

czyli

bl - lal| < /@ + En)2 — M2 < ||p| + ||

Pierwsza nieréwnos$¢ mozemy rozpisa¢ na dwie opuszczajac modut:

@+ B = M2 < |p| - || < (@ + E.)2 — M2,

a druga daje warunek

V(@ + E.)2 - M2~ |p| < |q].

Lacznie pozwalaja stwierdzi¢, ze

V@+E)?— M2~ p|| < lal < @+ E)2 - M2+ ]pl. (3.17)

Wartos¢ przekazu pedu jest dozwolona, jesli istnieje neutron, ktory spekia
powyzsze warunki. Gérna granica wartosci |q| rosnie ze wzrostem |p|, wiec
ma maksymalng warto$¢ dla pedu Fermiego. W ustalilismy, ze w > 0.
Ze wzgledu na w = w — Ep oznacza to, ze w > Ep, wiec mozemy opusci¢
modut w dolnej granicy:

V(@ + E,)2 - M2~ |p| < |q].

Wyliczmy pochodng wyrazenia |q|_ = \/(C) + E,)? — M2 — |p|:

dlal- _ G+E) ol

@ E)p| = En(@ + E,)? — M2
dpl /(@ + E,)2 — M2 En En/(@+ E,)? — M?
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Whprowadzmy oznaczenie p = En\/ (@ + E,)? — M2. Ustalimy znak pochod-
nej, usuwajac pierwiastek z licznika:

dla- _ @+ E)lpl—p@+E)lpl+p _ @+ E)pf —p’

dlp| P @+E)pl+p  p((@+E)p|+p)
@+ E)?pP? — BX(@ + E,)? — M?)  —(@+ E,)*M?+ E2M?
p(@+ E,)|p| + p? p@+E,)p|+p>

Ostatecznie mozemy zapisacé

dlal-  &@+2E,)*M?

_ <0
d|p| p(@ + E,)|p| + p?

wiec najmniejsza dozwolona warto$é |q| réwniez odpowiada pp. Podsumo-
wujac, cze$¢ hadronowa wymaga, aby w € [Eg, o0] i |q| € [|a|4, [a|%], gdzie

laly = \/(W_EB+EF)2_M2_pFa
]q|§§ = \/(W—EB+EF)2—M2+Z?F.

Rozumowanie dla® = E, — E, pozwala tatwo stwierdzi¢, ze norma
przekazu czteropedu ¢ jest ujemna, czyli @ < |q|; tatwo sprawdzié¢, ze dolna
granica |q|" spehia to ograniczenie, wigc nie wnosi ono nic nowego.
Podobnie wyliczymy warunek leptonowy. Energie leptonu mozna wyrazic¢
w postaci By = B, — w, wiec m; < F, — w. Daje to warunek na przekaz
energii:
w < El, —my.

Kwadrat energii leptonu wynosi
m12 + (k - (])2 = (El/ - w)27

wiec

B, — lal| < (B, —w)? —m} < |E, +q|.

Rozwiazanie otrzymanych nier6wnosci wzgledem |q| ma postaé

B, — (B, —w)? —m}| < |a| < B, + (B, —w)? — m}.

Jesli skorzystamy z warunku hadronowego w > Ep > 0, to bedziemy mogli
opuéci¢ modut w dolnej granicy. Wprowadzmy oznaczenia

(3.18)




500 S—

-
-
-
m—-—
-
-

400 B

(MeV)

= 200

100

w (MeV)
Rys. 3.9 Warunek hadronowy dla Eg = 0 (1. przerywana) i Ep = 27 MeV
(kropkowana) oraz leptonowy dla v, przy E, —m; = 30 MeV

2500

2000 e
= 1500 el g
g PP X
% - —,:--*""":‘“ - /..c.r-ﬂ"""" "’
= 1000 ’.:_1:‘5,:,__.. 47"__‘,',..«;:--" /

500 g |
0 i 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000
w (MeV)
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ktore pozwalaja krétko zapisaé, ze |q| € [|qly, |als], a w € [—oo, B, — my].
Ztozenie warunku hadronowego i leptonowego dla neutrina mionowego przed-
stawiaja Rysunki i na stronie [46] Przy niskiej energii neutrina wa-
runek hadronowy ogranicza sie do w — Eg > 0, poniewaz pozostale parame-
try wyznacza czesé¢ leptonowa. Przy wyzszej energii ograniczenia hadronowe
wykluczaja wysokie przekazy pedu i energii. Pod tym wzgledem neutrino
taonowe wykazuje podobienstwo, jednak ze wzgledu na duzg mase taonu ob-
szar dozwolony przez czes¢ leptonowa jest polozony inaczej, patrz Rys. [3.11
i Rys. na str. [47]

Pozostaje nam juz tylko ustalenie granic catkowania dla E, przy ustalo-
nych wartosciach w i |q|, speliajacych warunek hadronowy i leptonowy. Ze
wzgledu na definicje E, i istnienie maksymalnego pedu — pedu Fermiego,
energia E, moze nalezeé tylko do przedziatu [M, Er]. Proton musi zostaé wy-
tworzony powyzej poziomu Fermiego: £, = E,+& > Ep, zatem E,, > Ep—&.
Z kolei réwnanie pozwala natychmiast stwierdzi¢, ze energia E,, nie moze
by¢ dowolnie mata, bo | cosdg| < 1, co sprowadza sie do

(2B, — ¢*)° < 4(E; — M?)|a)’,
czyli nieréwnosci kwadratowej na E,:
B+ B + (@) + Mal <0,
ktora moze by¢ zapisana w postaci:

M?|q|?
z -V

~ ~ 1
Ep+ B0+ 30+
bo §? < 0. Jej wyrdznik wynosi

o, AM?|q/? e
A:w2—q2— || :’q|2(1_ )

¢ ¢

Jedna galaz rozwiazan jest w oczywisty sposéb ujemna, wiec otrzymujemy
warunek

P 1~+1’ A 402
n —ZWw . T 19 ~90
7T TN T g @

ktéry musi by¢ speliony tacznie z E, > Ep — @ 1 E, € [M, Eg].

3.1.5 Robzniczkowe przekroje czynne

Waznych informacji o przebiegu oddzialywania moze dostarczy¢ rézniczkowy
przekréj czynny. Skupimy si¢ na przekroju rézniczkowym wzgledem przekazu
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Rys. 3.15 Przekrdj rozniczkowy v, wzgledem |q| przy E, —m; = 1000 MeV
dla Fg =0 (L ciagta) i Eg = 27 MeV (przerywana)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
w (MeV)
Rys. 3.16 Przekroj rozniczkowy v, wzgledem w przy E, —m; = 1000 MeV
dla Eg =0 (L ciagta) i Eg = 27 MeV (przerywana)
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Rys. 3.23 Profil gestosci jadra 90 dla funkcji spektralnej i gazu Fermiego

energii i wzgledem przekazu pedu. Wielkosci te definiuje sie jako odpowiednie
pochodne przekroju czynnego.

Na Rys. i pokazane zostaly przekroje dla neutrina mionowego
przy niskiej energii. Jak mozna si¢ byto spodziewaé, energia wigzania zna-
czaco wplywa na warto$¢ przekroju. Przy wyzszej energii maksima prze-
krojow rézniczkowych wzgledem przekazu pedu pozostaja rozdzielone jak
na Rys. [3.15] za$ dla przekrojéw wzgledem przekazu energii réznice zanikaja,
patrz Rys. |3.16l Zauwazmy, ze nawet przy wysokiej energii neutrina zna-
czacy wktad do catkowitego przekroju czynnego wnosza prawie wytacznie
niskie przekazy pedu i energii, por. Rys. 1[3.18

Dla neutrina taonowego przekrdj rozniczkowy wzgledem przekazu pedu
bardzo przypomina ksztattem przekr6j wzgledem przekazu energii; ilustruja
to Rysunki[3.19]i[3.20] Energia wiazania wyraznie obniza przekrdj nawet przy
wyzszej energii, jak na Rys. [3.21]1[3.22], dlatego catkowity przekréj czynny dla
zwigzanego gazu Fermiego zbliza sie przekroj dla gazu swobodnego dopiero

okolo 12 GeV, co widzieliémy na Rys. 3.7

3.2 Funkcja spektralnaﬂ

Gaz Fermiego, nawet po uwzglednieniu energii wigzania, odbiega znacznie
od rzeczywistego jadra. Nie uwzglednia si¢ w nim oddziatywan miedzy nu-
kleonami, oprocz usrednionego potencjatu, i przyjmuje, ze gestos¢é materii

5 Wiyniki przedstawione w tym podrozdziale nie sg pelne.
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w jadrze jest stata (réownowaznie: ped Fermiego pozostaje staly), zas wszyst-
kie pedy do wartodci granicznej sa obsadzone. W rzeczywistosci sytuacja
jest zblizona do przedstawionej na Rys. Zestawiamy na nim obliczenia
w przyblizeniu lokalnej gestosci z gazem Fermiego o pr = 225 MeV, o tej
samej normalizacji. Gesto$¢ prawdziwego jadra zmienia sie z sposob réznicz-
kowalny, nukleonéw o niskich pedach jest nieco wiecej, a tych o wysokich —
nieco mniej niz dla gazu Fermiego. W jadrze tlenu mozna tez znalez¢ nukleony
o pedach wigkszych niz 225 MeV, jednak z szybko malejacym prawdopodo-
bienstwem.

Zat6zmy, ze znamy rozktad peddéw i energii w rzeczywistym jadrze. Mu-
simy wyliczy¢ funkcje z dla tego modelu. Wystepujaca w pierwszym
rownaniu amplitude roztozymy w bazie wszystkich mozliwych stanéw kon-
cowego jadra:

(i"af (p)an(P)™) = Y- (@ al (P)| SN an(p) i)

fN—l

= > [ au (@)l

fN—l
i w takiej postaci wstawimy do P27

P (p, By) = 0B — Bf = = Ey) > [ an(@)[iY) 1%

fN—l

Otrzymane wyrazenie w fizyce jadra jest nazywane funkcja spektralng, o me-
todzie jej wyznaczania w przyblizeniu lokalnej gesto$ci mozna przeczytac
w pracy O. Benhara i in. [I4]. Okresla ona rozklad prawdopodobienstwa
usuniecia nukleonu o pedzie p z jadra w stanie podstawowym, ktéremu to-
warzyszy powstanie jadra o catkowitej energii E}V ~! (do energii EN wliczy-
liSmy mase¢ nukleonu, a do E}V 1 — energie odrzutu; czasem w literaturze
przyjmowane sg odmienne definicje). Na Rysunkach i poréwnujemy
rozktad prawdopodobienstwa dla zwigzanego gazu Fermiego i jadra tlenu.
W przypadku gazu Fermiego pedy maja wartosci dyskretne (co schematycz-
nie prezentuje wykres), w rzeczywistym jadrze sa one ciagte. Widzimy wyraz-
nie, ze dla tlenu ,odleglosé od powtoki masy” (ang. offshellness), mierzona
rézmica E, — E,, nie jest stala nawet dla konkretnej wartoéci |p|, bo nu-
kleony mozna znalez¢ dla réznych E,. W jadrze 0O dwa neutrony (i dwa
protony) obsadzaja poziom 1s, a pozostate — poziom 2p: cztery o catkowi-
tym momencie pedu j = 3/2, dwa na najwyzszym poziomie energetycznym
z j = 1/2 (por. Sz. Szczeniowski [I] str. 332). Jesli spojrzymy na fragment
funkcji spektralnej przedstawiony na Rys. [3.25] to zauwazymy odpowiednie
obszary: o niskiej energii i bardzo rozmyty, o energii okoto 920 MeV zawie-
rajacy najwiecej nukleonéw i stabiej obsadzony nieco powyzej niego.
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W obliczeniach pominiemy catkowicie oddziatywanie powstajacego pro-
tonu i jadra, ktére mogloby wykluczac¢ niektore pedy:

P (p) = 1.

Réwniez w tym modelu jadra zastosujemy przyblizenie de Foresta, zeby do-
sta¢ tensor hadronowy poza powltoka masy. Jesli przyjmiemy konwencje do-
tyczaca normalizacji jak w [I5] i [I6], to przyblizenie sprowadzi sie do zasta-
pienia

W NE,

wiec réwnanie (3.5 przyjmuje postaé

£ w, |q)) = N / dE, dE, dp B (p, E,) L H™.

Funkcja B nie zalezy od kierunku pedu neutronu, lecz jedynie od jego
wartosci. Przejdzmy od zmiennej |p| do E,:

£k w,a)) = N /dEn dE, dp P (\ E2 — M2, E,) L, 0"

Wstawiajac powyzszy wzor do (3.3)) znajdziemy przekrdj czynny dla funkcji
spektralnej:

SPF GQ 2 (9 . — —
T =riee / dwd|q|dE, dE, dp P (\E2 — M2, E,) L, H".
™ 14

3.2.1 Zakres calkowania

Najpierw rozwazmy warunek hadronowy. Zauwazmy, ze do otrzymania (3.17)
potrzebna byta tylko réwnos¢ E, = w+E,, wiec podstawiajac w+FE,, = w+L,
mozemy zapisac

V(w+ B2 — M2~ |p|| < |a| < /(w+ E,)? — M2+ |p].

Skoro energia F,, < M, to wygodnie bedzie przejs¢ do zmiennej E takiej,
ze I, = M — E. Proton jest na powloce masy, stad £, = w+ M — E pozwala
stwierdzi¢, ze

w—FE>0

i ze musi zachodzi¢ w > 0 wobec E > 0. Przepiszmy warunek na |q| w postaci

[ (w=E)(w—E+2M) — [p|| < ] < /(w—E)(w—E+2M) +|p|. (3.19)
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Funkcja spektralna jest okreslona na dziedzinie (0, |p|™®*) x (0, E™*), zatem
latwo wskaza¢ maksymalng wartosé |q|:

lals = w(w+2M) + [p|™™.

Z kolei jesli w = y/|p|>+ M? — M + E, to dolne ograniczenie réwna sie
zero, czyli osiaga najmniejsza dopuszczalna warto$é. Gdy |p| = 0 miej-
sce zerowe wystepuje dla w = E. Dla rosnacej normy |p| miejsce zerowe
przesuwa sie do coraz wiekszych wartosci w, wiec ostatnie wystepuje przy
wy = \/(|p|ma’<)2 + M? — M + E™>*. Mozemy zatem stwierdzi¢, ze |q| jest
ograniczona od dohu przez

h 0 dla w < wy,
|q|A - max
\/(w—Emax)(w—Emax—i—QM) — |p| dla w > wy.

Podsumowujac mozemy zapisa¢, ze warunek hadronowy wymaga, zeby prze-
kaz energii w € [0, 00, a norma przekazu pedu |q| € [|q|4, |q|%].

Czes¢ leptonowa jest niezalezna od hadronowej, wiec wyliczylismy ja juz
w (3.18) (do zapisania jej w koncowej postaci skorzystalismy z w > 0, co jest
prawdziwe takze w przypadku funkcji spektralnej).

Warunek hadronowy dla funkcji spektralnej rézni si¢ znacznie od wa-
runku dla zwiazanego gazu Fermiego, ilustruja to Rysunki [3.26]1[3.27 Dolna
galaz hadronowa lezy ponizej leptonowej dla dowolnej energii neutrina, wiec
minimalng wartos¢ przekazu pedu wyznacza ograniczenie leptonowe.

Otrzymana wczesniej nieréwnos¢ w — F > 0 pozwala zauwazy¢, ze dla
ustalonej wartosci przekazu energii £ € (0,w] N (0, E™*), co sprowadza sie
do warunku E, € (M — min{w, E™>} M). Nie wzieliémy pod uwage, ze
przedziat moze by¢ lewostronnie domkniety, bo zbiér miary zero nie zmienia
wartosci catki.

Pozostal do wyznaczenia dozwolony zakres E, dla w, |q| oraz E,, spelnia-
jacych ograniczenia hadronowe i leptonowe. Nieréwnosci przeksztalt-
cimy tak, by otrzymaé zaleznosci na |pl:

| (w=E)(w—E+2M) — |q|| < [p| < /(w—E)(w—E+2M) +|q].

Daje to warunek E, € [\/|p|?4 + M2, \/|p|23 + M?], gdzie

pla = |\/(w—E)(w—E+2M) — |q,
[p|s = min {[p|™™, \/(w—E)(w—E+2M) + |q|}.

Zastosowana tutaj metoda jest réwnowazna obliczeniom z |cosdy| < 1, jak
to zrobilismy w przypadku gazu Fermiego.
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Rys. 3.26 Warunek hadronowy dla funkcji spektralnej (1. przerywana)
i gazu Fermiego z Fp = 27 MeV (kropkowana) oraz leptonowy
dla v, przy E, —m; =1 GeV
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Rys. 3.27 Warunek hadronowy dla funkcji spektralnej (l. przerywana)
i gazu Fermiego z Ep = 27 MeV (kropkowana) oraz leptonowy
dla v, przy E, — m; =2 GeV
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Podsumowanie

W pracy przeanalizowane zostaly zderzenia neutrin i antyneutrin z nukle-
onami i jadrami atomowymi. Przedstawione sg szczegdtowe obliczenia prze-
kroju czynnego neutrina na nukleonie, a takze dozwolonego kinematycznie
zakresu catkowania i réznica miedzy rozpraszaniem neutrin i antyneutrin.
Z, obliczen wynika, ze w granicy wysokiej energii przekroje czynne neutrin
i antyneutrin wszystkich zapachéw maja jednakows stata wartosé. Systema-
tycznie wyliczony jest przekrdj czynny neutrin na jadrze atomowym o liczbie
neutronéw réwnej liczbie protonéw w przyblizeniu PWIA dla gazu Fermiego
(swobodnego i zwiazanego) i funkcji spektralnej. Towarzyszy temu pelna
analiza kinematyczna. Wyniki numeryczne, uzyskane metoda Monte Carlo,
przedstawione sg tylko dla gazu Fermiego. Ze wzrostem energii neutrina roz-
nica miedzy przekrojem na swobodnym nukleonie a przekrojem na nukleon
w jadrze dazy do stalej wartosci, ktora dla gazu Fermiego zalezy od wartosci
pedu Fermiego. Wigksza od zera energia wiazania nieznacznie obniza przekréj
czynny. Jesli stosunek maksymalnej energii kinetycznej zwiazanego nukleonu
do jego masy dazy do zera, to przekrdj przypadajacy na nukleon zbiega od
dotu do wartosci dla swobodnego nukleonu. Nawet przy duzych energiach
neutrina najwiekszy wktad do przekroju czynnego daja niskie przekazy pedu
i energii. Otwartg kwestig pozostaja obliczenia numeryczne dla jadra atomo-
wego modelowanego funkcja spektralna.

Podziekowania

Chcialbym podziekowa¢ Panu Omarowi Benharowi za udostepnienie funkcji
spektralnej tlenu O wyliczonej przez jego zesp6t. Panu profesorowi Janowi
Sobczykowi dziekuje za podjecie sie opieki naukowej nade mna. Szczegdlne
podziekowania kieruje do mojego mtodszego brata Jarostawa Ankowskiego,
ktory wspieral mnie w trakcie pisania tej pracy.
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Dodatek A

Konwencje

Przyjete w pracy konwencje zgadzaja si¢ z ksiazka Bjorkena i Drella [17].
Przedstawimy je tutaj pokrotce. Rownania pisane sa w uktadzie jednostek,
w ktorym h =11 ¢ =1, o ile nie zaznaczono wyraznie, ze jest inaczej. Czte-
rowektory oznaczone sa kursywa: p, k, zas wektory przestrzenne — czcionka
potgruba: p, k. Zerowy wektor przestrzenny zapiszemy jako 0. Po powta-
rzajacych si¢ wskaznikach greckich nalezy zsumowaé¢ od 0 do 3. Wybrana
metryka przestrzeni Minkowskiego to jeden plus i trzy minusy:

1

Catkowicie antysymetryczny symbol Levi-Civity: €y,,; = +1. Zwezenie dwoch
epsilonéow mozna zapisa¢ przy pomocy iloczynu delt Kroneckera jako

e“”“eﬂ,,pa = 2(5;52 — 5;(5;\). (A.1)
Roéwnanie Diraca w reprezentacji potozeniowej ma postac
(17" —m)y(x) = 0,
a macierze Diraca spelniaja warunek
{7} = 20", (A.2)

Wybieramy taka ich realizacje, w ktérej (7°) = 4° oraz (v))T = —+¢, wiec
zachodzi wlasnosé

(=7 (A.3)
dla 7 € {0,1,2,3}. Piszac 4" lub +? bedziemy zawsze mieli na mysli do-
wolng z czterech macierzy gamma. Antyprzemienng z kazda 7" macierz -,
definiujemy jako

0 1.2.3

Vs =YY

zatem jest ona hermitowska i nilpotentna: (v;)? = 1. Z relacji antyprzemien-
nosci wigzacych macierze 77 i v, wynika, ze sa one bezsladowe. Slad iloczynu
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dwéch macierzy gamma jest r6zny od zera wtedy i tylko wtedy, gdy te ma-
cierze sa tozsame:
Tr(yy") = 4.

Slad iloczynu nieparzystej liczby macierzy 47 jest réwny zero. W trakcie
obliczen bedziemy takze korzysta¢ z rownosci

Tr (’Y,u'%VVVU) = 4(77up77110 = N Mpo + nyanpu)a (A 4)

Tr (75%7,,%%) = 4i€upv0s

patrz np. Bjorken i Drell [17] str. 102. Komutator dwoch macierzy 47 daje
liniowo niezalezng od nich macierz

1
o — 5[7u7 .
Rozwigzania réwnania Diraca o dodatniej czestosci (p, " — m)u(p,s) = 0
zsumowane po spinach spetniajg réwnosé

S ualp. )is(po) = (P ) (A5

2m

gdzie @ oznacza sprzezenie Diraca @ = uf~,. Analogiczna wtasnoéé¢ dla roz-
wigzan o ujemnej czestosci (p,v* + m)v(p, s) = 0 ma postac

O e T (A.6)

2m

Dowody dwoch ostatnich réwnosci mozna znalezé np. w ksigzce Bjorkena
i Drella [17] na stronach 101 i 105. Delta Diraca w trzech wymiarach spetnia
warunek

5 (p) = <2i)3 /d3x e P
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Dodatek B

Obliczenia pomocnicze

B.1 Tensor leptonowy

W réwnaniu ([2.3)) zdefiniowali$my tensor leptonowy nastepujaco:

L = P50 S (00 X1 = 7)o MY (0, N (1= 7). 1)

Y

Nie pojawia si¢ w nim antylepton, wiec nie musimy jawnie wyraza¢ tadunku
czastek. W tym dodatku bedziemy oznaczali lepton jedynie litera I. Zeby
niepotrzebnie nie zaciemnia¢ zapisu, na poczatkowym etapie obliczen pomi-
niemy takze informacje o pedach i spinach czastek. Najpierw przejdzmy od
notacji Diraca do macierzowej:

(1 = 7)) U1 = 30 p)* = 171 = 3)v (T (1 = 75)v)

Wyliczenie wyrazu wystepujacego ze sprzezeniem w sposéb podobny, jak
otrzymalismy (2.7)), daje:

(7 (1 = 7)) = 730 (1 = %))T%l = 77(1 = 75) "yl

Przeksztalémy to wyrazenie, korzystajac z zaleznosci (A.3) z obnizonym
wskaznikiem 7: v! = v,7,7, oraz z hermitowskogci macierzy s:

(Z7u(1 - ’Ys)V) = E’Yo(l - 75)(7071/70)’70[ = 777()(1 - ’75)70’71/77001
= ﬂ%%%/(l - 75)7700[ = 571/(1 - 75)1-

Koncowsa posta¢ wstawmy do tensora leptonowego:

I _ mpm,

v 5 > (1= 3)vy (1 — )l

Y
i przywroémy jego pelny zapis:
mpm,

L,uzz = 9 Zl_(klu)‘l)%l(l _VS)V(IQ /\)D(k7 A)Vu(l _’75>l<klu)‘/)'
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Analogicznie jak przy wyliczaniu H*” w Rozdziale [2] wlasno$é rozwiazan
réwnania Diraca o dodatniej czestosci (A.5) pozwala przepisaé tensor lepto-
nowy w postaci

mpm,

L/J,V - 9 Tr (7#(1 - 75>

kP, 4+ my, kv, + ml>
P T (] — ) e T,
o, (1—) o

Do dalszych obliczen skorzystamy z liniowosci $ladu:

1 o
Ly, = 8 Ir (%L(l — )k Y (1 — 1) 7")
mymny,

gt (%(1 —v) (1 —75)) + % Tr (’m(l =)k (1 —%))

m, .
+ 3 Tr ('Yu(l - 75)%(1 - 75)k/ 'Yo)-

Slad nieparzystej liczby macierzy v, jest réwny zero, wiec w wyrazeniu na
L,, .przezywaja’ tylko pierwsze dwa wyrazy (macierz vy, zawiera iloczyn
czterech réznych macierzy gamma):

kPK'" mym,,
Luy=——T (1 = )% (1 = 7:)70) + 718 Tr (71— 7)1+ %)% )

Hoczyn (1 —~;)(141;) jest réwny zero, poniewaz (7;)? = 1, zatem drugi élad
takze znika:

KOk

L. 3 Tr (’Yu(l —7)(1 = 75>7p%70) =

kPk'o
4

M Tr (7u<1 - 75)7,071/70)

{Tl" (’V,u'}/p’)/zf)/a) +Tr (75'}%7,071/70)} .

Slady wewnatrz nawiasu kwadratowego zostaly podane w réwnaniach (A.4):
Ly = kuky, — k-k 'y + Bk, + i€pok k.

Po uporzadkowaniu wskaznikow przy epsilonie tensor leptonowy mozna za-
pisa¢ w postaci:

Ly = k!, 4+ Koky — kK Ny — i€ kPE

a po wyrazeniu k' za pomocy przekazu czteropedu ¢ = k — k' i zaniedbaniu
kwadratu masy neutrina wobec kwadratu masy leptonu m; = k'2:

1 | i
Ly = 2kuk, — (kuqy + quky) + 5(972 - le) Nuv + 1€wpak”q°.
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B.2 Tensor hadronowy

Przez tensor hadronowy H*” rozumiemy wyrazenie zdefiniowane w ([2.4]):

2
e
cos 62,

2_ (', )" (O)In(p: ))p(p', )15 O)ln(p, 5))". (B.1)

W Rozdziale [2| przeksztalciliémy je do postaci

p,{H+M ” p/ A_'_M
Fufyi OFT OW)’

H“”:M2T<
' P} ) V

poréwnaj rownanie (2.8). Element macierzowy pradu hadronowego I'* dany
jest przez (2.6 i wynosi on:

p+ )R]

( q"F,
I = y"(Fy +EF)) — i -

7

+ Y Y Ey + s

Przed przystapieniem do obliczenia $ladu wyrazmy jawnie sprzezenie hermi-
towskie I

. , i p—i—p”’fFQ* . i} un*
P = (R er2y 2)M( ot RISy
, i + /\v F2 * . . v [x
= l(FL+ g2y = p2)M(5 L s F; +%qu

v * v * q" Iy p—i-p'”éFQ*
=707 (Fy + EFY)" + 907 150 FS + 75— : 2)M( L

Otrzymane wyrazenie po obustronnym wymnozeniu przez macierz -y, daje

q"F; . (p+ ) (EFY)*

VoI = (m00)*7* (F3 + EF2)* + % F3) + 907570 af Mo i

v ) ) ¢'Fy (p+p)(EF))
=2 (B +EF)" +%F]) =y o = T

Do wyliczenia $ladu wygodnie bedzie rozpisa¢ I'* i ,1""T~, nastepujaco

' =~ta+ (2M)~ ',
IYOFVT'VO ="c— (QM)_ldVa
gdzie
a=(Fy+&F]) +F,, V' =2vq"Fe — (p+p)'EFL,
c=(F} +EF2) + v Fy, A" =27:¢"F; + (p+p)" (EF2)"
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Po wprowadzeniu nowych oznaczen H*” przybiera postac

v

e = (o ) a0 (e )+ )|

Wypiszmy systematycznie wyrazenia zawierajace kolejno zero, dwie i cztery
macierze 7, ($lad pozostalych wyrazen jest réwny zero):

1 N
o — | —my (2
4[ 1”<2M oM >

14

d
—Tr (’y“ap,.{y“ 2MM> +Tr (’y“aMy”cM)

dr b
. i /A I KAV
Tr (7 GM2MP>\V ) + Tr (2Mp,,ﬁ ol cM>

b“ K dy /A b# v /A
—Tr <2]\/‘[pfﬁ 2Mp’\7 ) + Tr <2]\4M7 cMpyy >
+Tr <v“apw”7”cp&vk)] -

Rozpisujac $lad sumy macierzy skorzystaliSmy z jego liniowoéci, w nastepnym
kroku ponownie oprzemy sie na tej wtasnosci, aby wytaczy¢ state liczbowe:

1 1 1
H" = 1 { ~ 1 Tr(bHd”) — 5 Tr(y ap.yd”) + M? Tr(y av"c)
1 v 1 K UV K JU
— 5 (Y ad’phy?) + 5 Tr('pey™ye) — 30 Te(par"d"piy?)

1 v K 12
+ 5 Te(0y cpyy) + Tr(v*apy"y cp'wk)]'

Wryliczmy slady wystepujace w nawiasie kwadratowym. Pierwsze wyrazenie
zawiera jedynie iloczyny macierzy jednostkowych i bezsladowych ~;, wiec
wktad do sladu wnoszg jedynie wyrazy bez macierzy -, oraz z kwadratem ~;:

Te(b'd”) = = Tr ((p+ p)EF2(p+ ) (EFD)") + Tr (230" Fr27: F)
= —4(p+ )" (p+ P IEFT? + 164" | Fo |,

Kolejnych szes¢ wyrazow to iloczyny dwoéch macierzy gamma i kwadratu
sumy macierzy jednostkowej z «y; (z réznymi wspotczynnikami liczbowymi).
lloczyn typu v,7,7s sprowadza si¢ do iloczynu dwoch réznych macierzy gam-
ma (dla o # 7) lub jest réwny macierzy 7, (przypadek o = 1), wiec ze zwiaz-
ku antyprzemiennosci macierzy gamma (A.2) wynika, ze jest bez$ladowy.
Mozemy zatem stwierdzié¢, ze takze w tej grupie przyczynki rézne od zera
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pochodza tylko od wyrazéw nie zawierajacych 5 lub z 2:

Tr(y"apy“d”) = Tr (v"(Fy + EF)pey"(p+ p)" (EF2)7)
+ Tr (¥ Fap?" 274" Fy) )
= Aph(p+ )" (Fy + EFY)(EFY)" — 8plg" FLFY,

Tr(y'ay’c) = Tr (Y*(F} + EF2)0 (Fy + €F2)") + Te(y# 9 Fay" 1Y)
= 4(|F} + ¢F2 = |E)n™,

Tr(y"ad piyy) = Tr (V" (F) + EFD) (p + )" (EFD) A7)
+ Tr(y v, Fa2v:0” Frphy™)
= 4p"(p + ') (Fy + EFY)(EFY)" + 8pMq" L FY,

Te(b'puy™yc) = — Tr ((p + PV F2pay™y” (F) + EF2)7)
+ Tr(2%:¢" Fopey™ " 1 Fy )
= —4(p + P VP EFH(Fy + EFY)" + 8¢"p" Fo F,
Tr(b'pyd ph™) = = Tr ((p+ P EF2py (0 + 1) (EF2) i)
+ T (290" Fepey" 270" Fiphy )
= —4(p+ ) (p+ P [EFI Pp-p’ — 166" |F[*p-1,
Te(b'y ephy®) = = Tr ((p + P)EFA (FL + EF2) i)
+ Te(279¢" Fey " v FXph\)
= —d(p+ p)'pPEFL(F) + EF2)" — 8¢"p"” FL .

Do wyliczenia pozostal juz tylko $lad wyrazu zawierajacego iloczyn czterech
macierzy gamma:

Tr (v apy™y" ephr?)
= puph Tr (7“ ((F} + 6F2) + 7 F ) vy ((F + 6F2)" + %F:)f%)
= PP\ ([Fy + EFZP + | ELf?) Te(y"9"y")
+ path ((Fy + EF2Fy + Fu(Fy + €F2)") Tr(y"9:7"7"7)
= puD\(|Fy + EFY P + | EA?) Tr(v#9"y")
— 20 AR ((F} + EFDFY) Tr(v7" ™77,
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gdzie R(-) oznacza czes¢ rzeczywista (-). Skorzystajmy teraz ze wzoréw (A.4)):

Tr(y apy™y" ephy) = SiR((FL + EF))F; ) e pop
+A(|F + EF2P + | B (0" — pop' 0™ + p™pY).

Otrzymane wyrazenia na slady mozemy wstawi¢ do H*”. Po uporzadkowaniu
wyrazéw podobnych otrzymujemy

v 1 v pp, v pp/
1 = <o+ 0+ ) 1ERP (1 + 55 ) —ae el (1- 5

4
—4p+ ) 0+ P R((Fy + EF(EF))
+A(M? = p-p')|[Fy + EFCP0" — A(M? + p-p) )| Es [
—4(p" = p)q"FAFy — Ag"(p — p)" Fo Fy
+ 8iR((F) + EF2)FY) e poph

A F + R+ IR0+ ).

(B.2)

Teraz wykorzystamy zmienng opisujaca przekaz pedu ¢ = p’ — p do wyrugo-
wania pedu protonu. Aby zastapié¢ iloczyn skalarny p-p’, wyliczmy ¢?:

=0 —p?=p*—2pp +p*=2M>—2pp, (B.3)

WiQC potrzebna nam zaleznosé to
/ 2 1 2
pp = M — —q-.

Po wstawieniu p’ = p + ¢ 1 powyzszej réwnosci dostajemy

1 q2 2
pwy o [,V ow v JTN 2 n v 2|12 . o pwv 1 2
H" = 4{(419 P20+ 4" )+ ¢'q” ) [EFY (2 2MQ) 20"q" 5 5| Frl
—4(4p"" 4 200"¢" + ¢"p") + ¢"¢" ) R((Fy + EF2)(EFY)7)
+20° | Fy + EFG P — 2(4M2 — )| EL ™
—4¢"q"F\F — 49" " Fu F;
+8iR((Fy + EF2)FY) e pugy
FA(F A+ R+ IR0y + 0+ a'p)|.
Ostatecznie zapiszemy tensor hadronowy w postaci

1 .
H™ = 2 [8p/p i + 400" + D" )wn — 20"¢"ws + 20wy + 8ie " pgrw).
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ze wspoOtczynnikami w; wyrazajacymi sie przez czynniki postaci nastepujaco:
1= P+ IR = 2M) ISR,
o = [SFIP (14 (2M) %) + 2R(FY(EFD)7) + AR(FLFy) + M@ |F [,
wy = PP+ 2°R(FUER)") + CLEF) — (4M° — ¢*)|F, )
wy = R((F) + EFAFY).
(B.4)

B.3 Granica wysokoenergetyczna

Wprowadzmy oznaczenie
G2 cos® O
2m
dla czynnika, ktéry czesto bedzie si¢ powtarzat w obliczeniach. W réwna-

niu (2.28) na str. 29| zdefiniowalismy wyrazenie

g =

d Fl 2 F2 2 F 2 _ 2
v~ ey 4| P - e+ R s -
ktore wygodnie jest rozbi¢ na sktadniki

Ka = (4]\/[E/dq |F|(3_U)2

oy = (WE 7 Jdc e 4M2|5F2|2}<s—u>

Najpierw wyliczymy x,. W tym celu zapiszmy jawnie osiowy czynnik postaci,

jak w (2:26):

Ra =

g 2 Gals—u)®  GgIM} 2 (5 —u)?
aimy | T g~ im e 9 G

Pozostajemy w uktadzie spoczywajacego neutronu, wiec p-k = ME,. Roz-

nica s — u zawiera g2, wiec skorzystamy z triku, ktéry pozwoli zapisa¢ wyra-

zenie podcatkowe jako sume utamkéw prostych. Dodajmy i odejmijmy M2:
(s —u)* = (AME, —mj + M} — M7+ ¢*)*

1 rozpiszmy nastepujaco

(s — u)* = (AME, —m}+M)* — 2(4ME, —mji+ M) (M —¢*) + (M —q*)*.
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Stad wyrazenie podcatkowe mozemy wyrazi¢ jako

(s —uf _ (ME,—m}+M)°  2(4ME,—mi+M}) = 1
(M=)t (Mg (M3—q?)® (Mi—q*)*

Po jego scatkowaniu od (¢?)4 = —2ME, do (¢*)p = 0 otrzymujemy

(*)B

o Gg M} ((AME,—m?+M?*)?  AME,—m?+M? 1
b (4ME,)? ( 3(MZ—¢?*  (MP—g¢?)?  M:- q2>
G M ((WE,,—ml2+M§)2 IME,—m2+ M2 1
(4ME, )? 30 M M2
_(WEV—ml?+Mf)2+4]\/[El,—ml2+M§_ 1 )
3(M2+2ME,)* | (M2+2ME,)? MZ2+2ME,

(@®)a

W granicy F, — oo wszystkie wyrazenia zawierajace (¢°)4 daza do zera.
Wéréd wyrazéow z (¢?)p jedynie pierwszy zawiera kwadrat energii neutrina,
wiec tylko on ma warto$¢ rézng od zera:

2M2
lim /iA:QgA A

v—00 3

Teraz przejdzmy do k. W wyrazeniu podcatkowym wystepuje réznica czyn-
nikow postaci:

B = 4M2|5 vl = ( 4?\22>_1< _]\q;?>_4[1_4;]\22(1+€)2}

~(-5ip) (i) [0 (-5 -ete2)]

Pierwszy utamek mozna skrécié i przepisa¢ w postaci

12 212 (1+6* £(6+2)
R~ grleFiE - = @/ME) (L= @J@M))(1 = /A2
1+ &AM §(&+ 2)AM>M

S (MZ-2)t (AME - )(ME - )t

Czynnik wystepujacy w drugim wyrazie roztozymy na utamki proste:

1 1 1 1
(4M2 — ) (MZ — ¢?)* 734<4M2—q2 - M%—q2>
1 1 R 1
+73 2 22 2 2\3 + 2 2\4°
RIN(ME —¢?)? (M3 —q?) R(MZ — ¢?)
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gdzie R = 4M? — M?2. Zeby skrocié¢ zapis, wprowadzimy takze oznaczenia
Re =4M? — ME(1+ )% 1 K = 4M?*MJE(E + 2):

R - plers = (s - )+
v 4M2 v R4 M\Q] _ q2 4M?2 — q2 R3(M3 _ q2)2
K MR,

TROE - ROR= )"

Wykonamy sztuczke analogiczna do tej przy wyliczaniu k,, wszystkie utamki
z M?2 w mianowniku pomnozymy przez (s—u)® w postaci

(s—u)* = (AME, —mj + M3)* = 2(4ME, —mj + M3) (M —¢*) + (M7 —¢*)?,
a jeden zawierajacy 4M? — w postaci
(s—u)?=(4ME, —m} +4M?)* —2(4ME,, —m3 +4M?*) (4M? — ¢*) + (4M* — ¢*)?.

Po uporzadkowaniu wyrazéw mozemy zapisac

2
[’Fv1’2 - 4?\42’5]73‘2 (s —u)? = Uy +Us + Us + Uy,

grupujac wedtug rosnacej potegi mianownika:

K [(AM? — M2)2 ) o (4M2 — M2)
th = 7, {Mg—q; — 24ME, —mf + M) — ot
(AME, —m? + M2)2  (AME, —m? + 4_M2)2}
M2 — ¢? 4M? — ¢?
K 1 1
_ 2 2\2
= (AME, — m} + 4M?) R4[M3—cﬁ — 4M2_q2],
Z/{Q = (M\% — q2>2 |: ,\7/?/ — E(Z_LMEV — my + MV)
2K
— SR AM? — MEUME, — m? + M3)|,
e AME, —m? + M?2 {IC(LLMEV —mi+M2) 2M§Rﬂ
o R—¢) R? R I
MR
= V™ (UME, — m?+ M2~
e Rar — gy B )

Scatkowanie otrzymanych utamkéw prostych nie przedstawia trudnosci. Po-
dobnie jak przy obliczaniu k., w granicy F, — oo jedynie czynniki zawiera-
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jace (AME,)?* sa r6zne od zera. Stad

4M?
lulgoog/ (4ME,)?* [ dg’U, = —ln Mz
9 gK
lulinoog/ (AME,)* [dqgUs = MQR?”
Aim G/(AME,)* [ dg’Us = M4 R?’
M2
Jim G/(AME,)* [dg Uy = QL.
Wyrazenie k to suma Kk, 1 Ky, wiec
g2 M? G 3K, 4M? 3K 3K
li = —|—In — M*R,|.
Jim n =GP o {RP’ Mz R o MV Re

Pamietajac, ze Re = 4M? — M2(1 + €)% a R = 4M? — M2, przeksztalcimy
ostatni sktadnik nastepujaco:

M2Re = M2(4M? — M2(1+€)?) = M2(AM? — M2) — £(£ +2) M}
= MR — £(E+2)M,.
Po skorzystaniu z K = 4M?M8¢(€ + 2) mozemy zapisaé

3K 6M2
MIR = MR — 2) M 2) M.
2(M? — M?) 4 3M?2
_ MR 4 (e + 202 RV)+ v
Oznacza to, ze graniczny przekrdj czynny wynosi
. Gheos’Oc [, o 2002 4 26(& +2) My 2 2
Jim o = ZECEEC M2 4 g Tz e M MY
3¢(E+2) M3 ( 4M* | 4M? 1)}
n —
(4M? — M2)3\4M? — M2~ M?

jesliai Bz sa réwne zero. Jak przekonalismy sie, w x ,,przezyty” tylko
wyrazy mnozone przez kwadrat energii neutrina, bo wyrazenie podcatkowe
nie zawieralo dostatecznie wysokiej potegi ¢ w liczniku, zeby zréwnowa-
zy¢ 1/ E2. Sktadnik 8 wystepuje z przeciwnym znakiem w przekroju antyneu-
trina, wiec twierdzenie Pomeranchuka lub bezposrednie obliczenia pozwalaja
stwierdzi¢, ze wynosi zero. Calka « zawiera wyrazenia z ¢> w potedze co
najwyzej minus pierwszej, wiec takze zbiega do zera. Ostatecznie mozemy
stwierdzi¢, ze powyzszy wzor istotnie jest granicg przekroju czynnego przy
energii neutrina dazacej do nieskonczonosci.
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